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AVANT-PROPOS. 



N0U8 avons réuni dans ce tome les deux mémoires couronnéa par 
S. M. le Roi le 21 janvier 188g. 

A notre grand regret, nous ne pouvons y joindre que Tun des deux 
rapports préaentés ä leur sujet ä S. M. par la Commiesion du prix. 
M-. Wbisbstbass avait bien voulu se charger de rédiger le rapport sur le 
mémoire de M. Poincaré; mais, souffrant depuis plus d'un an, il lul a 
malheureusement été impossible jusqu'ici de Tachever. Il nous autorise 
ä dire que son rapport sera pubHé des que Vetat de sa santé lui aura 
pennis d'y mettre la derniére main. 

NouB iusérons ci-dessous le rapport de M. Hermite sur le mémoire 
ile Bf. Afpbll. 

Le Bédacteur en chef. 



Rapport de M. Hermite. 
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quadratiques de détérminants négatifs, devaient encore découler de la 
méme source analytique et inettre dans tout son jour, Tétroite corres- 
pondance des identités de la théorie des fonctions elliptiques avec la 
théorie des nombres. Nous les rappelons succinctement pour faire com- 
prendre quelles espérances on avait dii concevoir de la découverte mé- 
morable de Göpel et Rosenhain, lorsqu on eut sous une forme entiérement 
semblable a celle des fonctions elliptiques, les fonctions quadruplement 
périodiques de deux variables, inverses des intégrales hyperelliptiques de 
premiére classe. Assurément il était possible de joindre aux expressions 
de ces nouvelles transcendantes par des quotients de fonctions ö, des 
développements en series simples de sinus et de cosinus, mais la déter- 
mination effective des coefficiente présente les plus grandes difificultés et 
n'a pu jusqu*ä present étre abordée. Elle est le principal objet du 
mémoire dont nous allgns analyser les méthodes et les resultats. 

I. La solution donnée par Jacobi du probléme de la rotation d'un 
corps solide autour d'un point fixö, lorsquMl n'y a pas de forces accé- 
lératrices, a été Torigine d'une notion analytique importante. Les exr 
pressions de Fillustre auteur présentent en effet, dans le cas le plus 
simple, Texemple de fonctions qui se reproduisent multipliées par des 
constantes, lorsqu'on augmente la variable de Tune ou de Tautre des 
périodes. On a reconnu qu'elles constituent un nouveau genre de fonc- 
tions plus générales que les fonctions doublement périodiques, dont le 
r6le comine element analytique propre, se mofitre dans beaucoup de 
questions importantes. EUes s'ofifrent en particulier, dans la rotation d'un 
corps grave de revolution suspendu par un point de son axe, dans la 
recherche de la figure de Télastique gauche, dans le mouvement d'un 
corps solide dans un liquide indéfini, lorsqu'il n'y a pas de forces accé- 
lératrices, etc. Enfin elles donnent une méthode réguliére d*une applica- 
tion facile, pour effectuer Tintégration des équations différentielles linéaires 
d'ordre quelconque, a coefficients doublement périodiques, dans tous les 
cas oii la solution est une fonction uniforme. Sous un autre point de 
vue, ces transcendantes peuvent encore étre considérées comme provenant 
de rintégrale elliptique la plus gcnérale qui aura cté mise en exponen- 
tielle, en y rempla9ant la variable par un sinus d'amplitude. On peut 
aussi ne pas faire ce changement et conserver Tintégrale qui suivant le 
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contour décrit par la variable est susceptible d*une infinité de détermina- 
tions. Ces valeurs multiples s'obtenaiit par Taddition de constantes, les 
expressions dont nous parlons auront la propriété de se reproduire, multi- 
pliées par des facteurs constants, lorsqu'on fait décrire certains chemins 
a la variable. Qu'au lieu de considérer la variable sur un plan unique, 
on recoure a la conception de Riemann, de maniére a remplhcer par une 
fonction a sens unique, affectée de coupures, une. expression ä détermina- 
tions multiples, on parvient a une quantité dont les valeurs, lorsqu'on 
passé d'un bord a Tautre de la coupure, se reproduisent multipliées par 
une constante. Nous nous trouvons ainsi amené a Tidée fondamentale 
de Tauteur, a la notion analytique des nouv^lles transcendantes, aux- 
quelles il donne la dénomination de fonctions a multiplicateurs, et dont 
il établit les propriétés; voici succinct^ment les resultats auxquels il est 
parvenu. 

II. Son point de départ est dans la considération d'une équation 
algébrique de genre p, et de la" surface correspondante de Riemann, 
rendue simpleraent connexe, au moyen de coupures; ce sont les elements 
qui lui permettent de définir d'une maniére compléte et precise, les fonc- 
tions a multiplicateurs, d'aprés les conditions suivantes. Elles seront uni- 
formes sur la surface, elles ne présenteront aucune autre singularité que 
des poles, et elles prendront aux deux bords infiniment voisins d'une 
coupure, des valeurs qui ne différent que par des multiplicateurs con- 
stants. Ceci pose, voici un premier resultat d'une grande importance: 
toutes les fonctions qui satisfont aux conditions posées, leurs multiplica- 
teurs étant des constantes données d'avance, peuvent s'exprimer au moyen 
des intégrales normales de troisiéme espéce qui sont attachées a Téquation 
algébrique. Viennent ensuite plusieurs théorémes, le suivant qui est une 
généralisation de la proposition celebre d'Abel, sur les intégrales de dif- 
férentielles algébriques, mérite une attention particuliére. Il consiste en 
ce que la som me des valeurs que prend une intégrale abélienne de pre- 
miére espéce, aux zéros. d'une fonction a multiplicateurs, est égale a la 
somme des valeurs qui correspondent aux infinis de la méme fonction, 
augmentée d'une constante dépendant uniquement des multiplicateurs. 
Apres avoir déduit de la d'importantes conséquences sur le nombre des 
constantes arbitraires d'une fonction qui a des multiplicateurs et des pöles 
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donnés, Tauteur démontre qu'il existe en general p — i relations entré 
les pöles et les résidus d'une fonction ä multiplicateurs, et p dans un 
cas special, comprenant en particulier celui des fonctions algébriques. Ce 
cas special intéressant tient ä Texistence d*une fonction sans zéros, ni 
infinis, et qui admet les multiplicateurs donnés. 

III. Les intégrales des fonctions a multiplicateurs sonfr ensuite le 
sujet d'une étude approfondie. L'auteur obtient a leur égard un ensemble 
de propositions qui correspondent exactemeht aux théorémes celebres de 
Riemann sur les intégrales abéliennes. Nous indiquerons comme exemples, 
leur classification en intégrales de premiére espéce qui sont toujours 
finies, en intégrales de secondé espéce n*ayant que des pöles, et en in- 
tégrales de troisiéme espéce ou s'offrent des infinis logarithmiques. Nous 
citerons encore cette importante proposition, qu'en general il existe p — i 
intégrales de premiére espéce, linéairement indépendantes, et p dans le 
cas particulier dont il a été question précédemment. Les modules de 
périodicité de ces intégrales, le long des coupures, sont lies aux multi- 
plicateurs par des relations qui deviennent identiques, lorsque les multi- 
plicateurs se réduisent a Tunité, et que les intégrales deviennent abéliennes. 
Entré les modules de périodicité de deux intégrales de premiére espéce, 
a multiplicateurs inverses, existe une équation qui colncide dans le cas 
particulier des multiplicateurs égaux a Tunité, avec la relation d'une 
importance capitale découverte par Riemann, entré les modules de pério- 
dicité de deux intégrales abéliennes de premiére espéce. Enfin Tauteur 
forme les intégrales normales des fonctions a multiplicateurs, de seconde 
et de troisiéme espéce, il établit des relations entré les modules de "pé- 
riodicité de ces intégrales et leurs multiplicateurs, puis d'autres entré ces 
modules et ceux d*une intégrale de premiére espéce aux multiplicateurs 
inverses. L'ensemble de ces resultats rend manifeste Tanalogie de la 
nauvelle théorie avec celle des intégrales abéliennes; la dififérence de 
nature analytique entré les deux genres de quantités apparait toutefois 
dans cette circonstance qu il existe une intégrale de troisiéme espéce avec 
un seul infini logarithmique, tandis qu*une intégrale abélienne de troi- 
siéme espéce poöséde au moins deux infinis de cette nature. En dernier 
lieu nous signalerons dans la théorie des intégrales de seconde espéce ce 
théoréme d*un grand intérét, que toute fonction ä multiplicateurs 8*ex- 
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prime par une somme d^intégrales de seconde . espéce ayant les mémes 
facteurs, et qui deviennent chacune . infinie en un seul point. C'est comme 
on le voit la généralisation de la belle formule de Riemann-Roch qui 
représente une fonction algébrique quelconque par une somme d'intégrale8 
abéliennes de seconde espéce. 

IV. Nous venons d'indiquer rapidement les points les plus essentiels 
de la théorie des fonctions a multiplicateurs. Nous avons montré qu*elle 
a pour premiére origine, les fonctions algébriques, leurs propriétés et celles 
de leur intégrales, telles que Riemann les a fait connaitre, nous avons 
montré quelles constituent par Tensemble de leurs caractéres, de nou- 
veaux elements analytiques, ou Ton retrouve dans un sens beaucoup plus 
general, toutes les propriétés des fonctions doublement périodiques de 
seconde espéce. Il nous faut maintenant revenir a la question principale 
que Tauteur a eue en vue en entreprenant ces belles et profondes recherches, 
ot!i il a niontré le plus remarquable talent d'invention. Son but était 
d'obtenir les intégrales définies reelles qui représentent les coefficients du 
développement par la formule de Fourier, des fonctions elliptiques et des 
fonctions abéliennes de deux variables, ä quatre paires de périodes simul- 
tanées. Un changement de variables le conduit d'abord ä des fonctions 
a multiplicateurs, et pour le cas des sinus d'ämplitude qu'il traite en 
premier lieu, ses principes généraux lui permettent d'obtenir les coef- 
ficients du développement avec autant de simplicité que d*élégance. En 
appliquant ensuite la méme méthode aux transcendantes de Göpel et de 
Rosenhain, il trouve les coeflFicients sous la forme d'une fonction ration- 
nelle des cdnstantes p j g j r qui figurent dans les fonctions a deux 
variables, multipliée par une intégrale définie ou entrent deux entiers 
indéterminés. C*est pour la théorie des fonctions abéliennes un resultat 
du plus haut intérét; il donne la solution d'une question restée jusqu*ici 
inabordable, sous une forme simple qui permettra d'en poursuivre les 
conséquences; il ouvre la voie pour Tétude approfondie des développements 
par la formule de Fourier des fonctions abéliennes, et obtenir pour ces 
fonctions des développements qui procédent suivant les puissances des 
trois quantités p j g , r. On peut donc attendre de voir ainsi se combler 
une grande lacune dans la théorie de ces transcendantes, on peut espérer 
de voir se rétublir autant que le comporte la nature des choses, Tanalogie 
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avec les fonctions elliptiques, dans ce point d*une importance capitale ou 
elles se lient aux propriétés des nombres. Pressé par la date fixée pour 
le terme du copcours Tauteur a dii ajourner ces recherches qui auraient 
pu devenir le couronnement d§ son beau et savant mémoire. Mais il 
a grandement accornpli sa tåche en posant les fondements d'une théorie 
qui ajoute au doraaine de Tanalyse un nouveau genre de fonctions, dont 
il a encore indiqué une autre application importante, a Tintégration des 
équations linéaires d*ordre quelconque a coefificients algébriques. 

Nous pensons en resumé que le travail dont nous venons de faire 
Texposé est Toeuvre d*un géométre de premier ordre, et qu il sera placé 
au nombre des plus importantes productions mathématiques qui aient 
appelé dans ces derniéres années Tattention des analystes. 

Paris, I o Janvier 1889. 



SUR LE 



PROBLÉME DES TROIS CORPS 



ET LES 



ÉQUATIONS DE LA DYNAMIQUE 



PAB 



H. POINCARÉ 

4 PARIS. 



MÉMOIRE OOURONNä 

DU PRIX DE S. M. LE ROI OSCAR II 

LE 21 JANVIBR 1889. 



Nunquam pratcriplot transihunt tidera finet. 



TABLE DES MATIÉRES. 



Pages. 

Introduction 5 

Premiére partie. 

Généralité?. 
Chapitre I. Propriétés générales des équations différentielles. 

§ 1. Notations ot definitions 8 

§ 2. Calcul des limitcs 19 

§ 3. Applications du calcul des limites aux équations aux dérivées partielles 26 

§ 4. Integration des équations linéairos k coefficientd périodiques 41 

Chapitre II. Théorie des invariants intégraux. 

§ 5. Propriétés diverses des équations de la dynamique 46 

§ 6. Definition des invariants intégraux 52 

§ 7. Transformation des invariants intégraux 62 

§ 8. Usage des invariants intégraux 67 

Chapitre III. Théorie des solutions périodiques. 

§ 9. Rxistence des solutions périodiques 88 

§ 10. Exposantfl caraot^ristiques • 97 

§ 11. Solutions périodiques des équations de la dynamique 103 

§ 12. Calcul des exposants caractéristiquos 122 

§ 13. Solutions asymptotiques 136 

v^ 14. Solutions asymptotiques des équations de la dynamique 146 

Deuxiéme partie. 

Équations de la dynamique et probléme des n corps. 
Chapitre I. Etude des cas oii il n'y a que deux degres de liberté. 

§ 15. Representations géométriques diverses.....*. 166 



Pages. 

Chapitre II. Etudes des surfaces asymptotiques. 

§ 16. Exposé du problöme 181 

§ 17. Premiére approximation 184 

§ 18. Deuxiöme approximation k 197 

§ 19. Troisiéme approximation 219 

Chapitre III. Resultats divers. 

§ 20. Solutions périodiquos du 2™® genre 228 

§ 21. Divergence des series de M. Lindstedt 249 

§ 22. Non-existence des intégrales uniformes 259 

Chapitre lY. Tentatives de généralisation. 

§ 23. Probléme des n corps 266 



/> 



Int^oduction. 

Le travail qui va suivre et qui a pour objet Tétude du problémei 
des trois corps est un remanieinent du mémoire que j'avais présenté au 
Concours pour le prix institué par Sa Majesté le Roi de Suéde. Ce 
remaniement était devenu nécessaire pour plusieurs raisons. Presse par 
le temps, j'avais dii énoncer quelques resultats sans demonstration; le 
lecteur n*aurait pu, a Taide des indications que je donnais, reconstituer les 
demonstrations qu*avec beaucoup de peine. J'avais songé d'abord a publier 
le texte primitif en Taccompagnant de notes explicatives; mais j^avais été 
amené å multiplier ces notes de telle sorte que la lecture du mémoire 
serait devenue fastidieuse et pénible. 

J'ai donc préféré fondre ces notes dans le corps de Touvrage, ce 
qui a Tavantage d'éviter quelques redites et de faire mieux ressortir 
Tordre logique des idées. 

Je dois beaucoup de reconnaissance a M. Phragmén qui non seule- 
ment a revu les épreuves avec beaucoup de soin, mais qui, ayant lu le 
mémoire avec attention et en ayant pénétré le sens avec une grande 
(^finesse, m'a signalé les points ou des explications complémentaires lui 
semblaient nécessaires pour faciliter Tentiére intelligence de ma pensée. 
Je lui dois la forme elegante que je donne aii calcul de 67 et de TJ" å 
la fin du § 12. Cest méme lui qui, en appelant mon attention sur un 
point délicat, m*a permis de découvrir et de rectifier une importante erreur. 

Dans quelques-unes des additions que j*ai faites au mémoire primitif, 
je me borne a rappeler certains resultats déjä connus; comme ces resultats 
sont dispersés dans un grand, nombre de recueils et que j'en fais un 
fréquent usage, j'ai cru rendre service au lecteur en lui épargnant de 
. fastidieuses recherches; d'ailleurs je suis souvent cönduit a appliquer ces 
théorémes sous une forme différente de celle que-leur auteur leur avait 
d'abord donnée et il était indispensable de les exposer sous cette nouvelle 
forme. Ces théorémes acquis, dont quelques-uns sont méme classiques 
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sont développés, a c6té de quelques propositions nouvelles, dans le cha- 
pitre i" (i^" partie). 

Je suis bien loin d*avoir résolu coinplétement le probléme que j'ai 
abordé. Je me suis borné a démontrer Texistence de certaines solutions 
particuliéres remarquables que j'appelle solutions périodiques, solutions 
asymptotiques, et solutions doublement asymptotiques. J ai étudié plus 
spécialement un cas particulier du probléme des trois corps, celui ou 
Tune deg masses est nuUe et oii le mouvement des deux autres est 
circulaire; j'ai reconnu que dans ce cas les trois corps repasseront une 
infinité de fois aussi prés que Ton veut de leur position initiale, a moins 
que les conditions initiales du mouvement ne soient exceptionnelles. 

Comme on le voit, ces resultats ne nous apprennent que peu de 
chose sur le cas general du probléme; mais ce qui peut leur donner 
quelque prix, c'est qu'ils sont établis avec rigueur, tandis que le pro- 
bléme des trois corps ne paraissait jusqu'ici abordable que par des nié- 
thodes d'approximation successive ou Ton faisait bon marché de cette 
rigueur absolue qui est exigée dans les autres parties des mathématiques. 

Mais j^attirerai surtout Tattention du lecteur sur les resultats né- 
gatifs qui sont développés a la fin du raémoire. J^établis par exemple 
que le probléme des trois corps ne comporte, en dehors des intégrales 
connues, aucune intégrale analytique et uniforme. Bien d'autres circon- 
, stances nous font prévoir que la solution compléte, si jamais on peut la 
découvrir, exigera des instruments analytiques absolument différents de 
ceux que nous possédons et infiniment plus compliqués. Plus on rcflé- 
chira sur les propositions que je démontre plus loin, mieux on comprendra 
que ce probléme présente des diölcultés inouies, que Tinsuccés des efforts 
antérieurs avait bien fait pressentir, mais dont je crois avoir mieux encore 
fait ressortir la nature et la grandeur. 

J'ai fait voir également que la plupart des series employées en nié- 
canique céleste et en particulier cclles de M. Lindstedt qui sont les plus 
simples, ne sont pas convergentes. Je ^erais désolé d'avoir par la jeté 
quelque discrédit sur les travaux de M. Lindstedt ou sur les recherches 
plus profondes de M, Gyldén. Rien ne serait plus éloigné de ma pensée. 
Les méthodes qu^ils proposent conservent toute leur valeur pratique. On 
sait en efifet le parti qu*on peut tirer dans un calcul numérique de 
Temploi des series divergentes et la serie fameuse de Stirling en est un 
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exemple frappant. Cest grace a une circonstance analogue que les dé- 
veloppements usités en mécanique céleste ont rendu déjä de si grands 
services et sont appelés a en rendre de plus grands encore. 

L'une des series dont je ferai usage plus loin et dont je démontrerai 
d'ailleurs la divergence, offre une grande analogie avec un développement 
proposé par M. Bohlin ä TAcadémie de Stockholm le 9 mai 1888. 
Comme son mémoire n*a été iinprimé que quelques mois plus tärd, je 
n'en avais pas connaissance ä Tépoque de la fermeture du concours, c'est 
ä dire le i*' juin 1888. Je n'ai donc pas cité le nom de M. Bohlin, 
je m'empresse de lui rendre ici la justice qui lui est due. (Cf. Supple- 
ment aux comptes rendus de TAcadémie de Stockholm, Tome 
14 et Astronomische Nachrichten, N° 2883.) 



Premiére partie. 

Généralités. 



CITAPITRE I. 
Propriétés générales. des équations différentielles. 

§ 1. Notations et definitions. 

Considérons un systéme d^équations différentielles: 

\^) dt ~ ^' dT -^ ^ ' • • • ' 5r "" "' 

ou t représente la variable indépendante que nous appellerons le temps, 
ojj , rr, , . , . , 0?^ les fonctions inconnues, ou enfin X, , X^ , . . . , X„ sont des 
fonctions données de iCj , rr^ , . . . , a?„ . Nous supposons en general que les 
fonctions Xj , X^^ , . . . , X„ sont analytiques et uniformes pour toutes les 
valeurs reelles de x^jX^j...^x^. 

Si Ton savait intégrer les équations (i), on pourrait mettre le resultat 
de Tintégration sous deux formes diffé rentes; on pourrait écrire: 

(2) x^ = ^^{t , (7j , c; , . . . , C„), x^ = ip^it , 6\ , Cj , . . . , C„) , ... 

^n = f^n (< , ^\ J C^j , . . . , C'J, 

C^y Cj , . . . , C„ désignant les constantes d*intégration. 

On pourrait écrire encore, en résolvant par rapport a ces constantes: 



(3) 



Cj — r ^{t , x^ j x^ j , . . j a?„), 
Cn = F„{t,x,jX,, . ..,rr„). 
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Pour éviter toute confusion, nous dirons que les équations (2) repré- 
sentent la sohäion générale des équations (i) si les constantes (7 y restent 
arbitraires et qu'elles représentent une sohäion particuliere si ou y donne 
aux C des valeurs numériques. Nous dirons d'autre part que dans les 
équations (3), F^ y F^ , . , , , F^ sont n mtégrales particiiliéres des équations 
(i). Le séns des möts solutmi et intégrale se trouve ainsi entiérement fixé. 

Supposons que Ton connaisse une solution particuliere des équations 
(i) qui s'écrira: 

On peut se proposer d'étudier les solutions particuliéres de (1) qui 
différent peu de la solution (4). Pour cela posons: 

^1 = J^i + ^1' ^2 = f 2 + ^2 » • • • ? ^« ^ F« + ^„- 

et prenons pour nouvelles fonctions inconnues fj , Cj , . • . , ^„. Si la so- 
lution que Ton veut étudier différe peu de la solution (4), les ^ sont 
tres petits et nous en pouvons négliger les carrés. Les équations (i) 
deviennent alors, en négligeant les puissances supérieures des f: 

/ d^i dXi ^ dXi ^ • dXi ^ 

(5) d7 = rf^^' +^;^» + -"+rf^^»- . 

Dans les dérivées -7--* » les quantités rr, , rr.^ , . . . , a;„ doivent étre rem- 

placées par <r,(<) , ^^(O ^ • • • > {^«(0' ^^ sorte que ces dérivées peuvent 
étre regardées comme des fonctions connues du temps. 

Les équations (5) s'appelleront les équations aux variations des équa- 
tions (i). On voit que les équations aux variations sont linéaires. 

Les équations (i) sont dites canoniques lorsque les variables x sont 
en nombre pair n ^^ 2p, se répartissant en dj?ux series 

•'^l > -^2 > • • • > *^/) J 
?/l ? ^2 9 • • • 1 ?//> > 



et que les équations (i) peuvent s'écrire: 



dxi dF dyi dF 



«=- 1,2, ...,;>) 



dt dtfi dt djTi 

Åeta maOwmaika. 13. Imprlmé le 28 avrll 1890. 2 
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Elles ont alors la forme des équations de la dynamique et nous dirons, 
a lexemple des Anglais, que le systéme d'équations (6) comporte p 
degres de liberté. 

On sait que ce systéme (6) admet une intégrale dite des forces vives: 

F = const. 

et que si Ton en connait p — i autres, on peut considérer les équations 
canoniques conime compléteinent intégrées. 

Considérons en particulier le cas de « = 3; nous pourrons alors 
regarder x^ , x^ et x^ comme les coordonnées d*un point P dans Tespace. 
Les équations: 

(^) df ^ ^^^ df - ^^' dt - ^^ 

définissent alors la vitesse de ce point P en fonction de ses coordonnées. 
Considérons une solution particuliére des équations (i) 

Lorsque nous ferons varier le temps t^ le point P décrira une certaine 
courbe dans Tespace; nous Tappellerons une trajectoire, A chaque so- 
lution particuliére des équations (i) correspond donc une trajectoire et 
réciproquement. 

Si les fonctions X^ , X^ et X^ sont uniformes, par chaque point de 
Tespace passé une trajectoire et une seule. Il n*y a d'exception que si 
Tune de ces trois fonctions devient infinie ou si elles s*annulent toutes 
les trois. Les points oii ces cas d*exception se présenteraient s*appelleraient 
points singuliers. 

Considérons une courbe gauche quelconque. Par chacun des points 
de cette courbe passé une trajectoire; Tensernble de ces träjectoires con- 
stitue une surface que j'appellerai surface-trajectoire. 

Comme deux träjectoires ne peuvent se couper sinon en un point 
singulier, une surface-trajectoire qui ne passé en aucun point singulier 
ne peut étre coupée par aucune trajectoire. 

Nous aurons fréquemment dans la suite ä nous occuper de la question 
de la stabilité. Il y aura stahilité, si les trois qumitités x^,x^, x^ restent 
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inférieures ä certaines limites quand le temps t varie depuis — oj jusqu*a 
+ co; ou en d'autre8 terraes, si la tntjectoire du point P reste tout en- 
tiére dans une region limitée de Tespace. 

Supposons qu'il existe une surface-trajectoire ferinée S\ cette surface 
partagera Tespace en deux regions, Tune intérieure, Tautre extérieure, 
et aucune trajectoire ne pourra passer d*une dé ces regions dans Tautre. 
Si donc la position iniliale du point P est dans la region intérieure, ce 
point y restera éternellement; sa trajectoire sera tout entiére a Tinté- 
rieur de S. Il y aura donc stabilité. 

Ainsi la question de stabilité se raméne a la recherche des surfaces 
trajectoires fermées. 

On peut varier ce mode de representation géométrique; supposons 
par exemple que Ton pose: 

les ^ étant des fonctions de z qui sont uniformes pour toutes les valeurs 
reelles des z. Nous pourrons considérer non plus a?j , j^^ , x^, mais 
-2fj , ^2 , ^3 comme les coordonnées d*un point dans Tespace. Quand on 
connaitra la position de ce point, on connaltra z^ , z^, z^ et par consé- 
quent x^jX^,x^. Tout ceque nous avons dit plus haut reste exact. 

Il suflfit méme que les trois fonctions ^ restent uniformes dans un 
certain domaine, pourvu qu*on ne sorte pas de ce domaine. 

Si n > 3, ce mode de representation ne peut plus étre employé en 
general, a moins qu'on ne se résigne a envisagel' Tespace a plus de trois 
dimensions. Il est pourtant un cas oii la difficulté peut étre toumée. 

Supposons par exemple que n == 4 et qu'on coilnaisse une des inté- 
grales des équations (i). Soit: 

(7) F{x^ ,^^,x^,x^) = G 

m 

cette intégrale. Nous regarderbns la constante d'intégration G comme 
une donnée de la question. Nous pourrons alors tirer de Téquation (7) 
une des quatre quantités x^^ x^, x^^ x^ en fonction des trois au tres, ou 
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bieri encore trouver trois variables auxiliaires z^ , z.j^ , z.^ telles qu'en 
faisant: 



^2 = ^2(^1 ^ ^2^2 ^ ^3)^ 



^4 = ^4(^1 ^ >2^«i > ^3)' 



on satisfasse ä Téquation (7) quelles que soient les valeurs de z^ , z,^ , z.y 
Il arrivera souvent qu'on pourra choislr ces variables auxiliaires z de 
fa9on que les quatre fonctions ^ soient uniformes, sinon pour toutes les va- 
leurs reelles des Zj au moins dans un domaine d'ou on n'aura pas ä sortir. 

On pourra alors représenter la situation du systéine par un point 
dont les coordonnées dans Tespace seront ^^ , ^^ et ^j^. 

Supposons par exemple • que Ton ait des équations canoniques avec 



deux degres de liberté: 



dx. 



dt 

'dt 



dF 



dF 
dx. 



dx^ 
df 

di 



dp' 



flF 
dx,. 



Nous aurons quatre variables x^j x^^y^^y^j mais ces variables seront 
liées par Téquation des forces vives: 

F = C, 

de sorte que si nous regardons la constante. des forces vives C comrne 
connue, il n'y aura plus que trois variables indépendantes et que la re- 
presentation géométrique sera possible. 

Nous distinguerons parmi les variables a^j , ir^ , . . . , .;r„, les variables 
linéaires et les variables an^ulaires. Il pourra arriver que les fonctions 
Xj,X2,...,X„ soient toutes périodiques par rapport a Tune des variables 
Xi et ne changent pas quand cette variable augmente de 27r. La variable 
Xi et celles qui jouissent de la inéme propriété seront alors angidaires; 
les autres seront linéaires. 

Je dirai que la situation du systérne na pas changé si toutes les 
variables angulaires ont augmente d'un multiple de 27: et si toutes les 
variables linéaires ont repris leurs valeurs primitives. 

Nous a^opterons alors un mode de representation tel que le point 
représentatif P revienne au méme point dé Tespace quand une ou plu- 
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sieurs des variables angulaires aura augmenté de 2;r. Nous en verrons 
des exemples dans la suite. 

Parmi les solutions particuliéres des équations (i), nous distinguerons 
les solutions périodiques. Soit 

une solution particuliére des équations (i). Supposons qu'il existe une 
quantité h tellé que: 

f,{t + h)^.f,{t) 

quand x^ est une variable linéaire et: 

fi(^ + Ä) = r»(0 + 2^''^> {^ étant entier) 

quand x^ est une variable angulaire. Nous dirons alors que la solution 
considérée est périodique et que A est la période. 

Si Ton adopte un mode de representation géoniétrique tel que le 
point représentatif reste le méme quand une des variables angulaires 
augrnente de 27r, toute solution périodique sera représentée par une tra- 
jectoire fermée. 



§ 3. Calcul des limUes. 

Uune des plus belles découvertes de Cauchy (Comptes rendus, 
tome 14, page 1020), quoiqu'elle ait été peut-étre peu remarquée de son 
temps, est celle qu il a appelée le calcul des limites et a laquelle nous 
conserverons ce nom, quelque mal justifié qu'il puisse étre. 

Considérons un systéme d'équations difFerentielles 

(I) 

Si fy et f^ peuvent étre développés suivant les puissances croissantes de 
x j y et Zj ces équations admettront une solution de la forme suivante 
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^i ^^ ^9 étant des series développées suivant les puissances croissantes 
de X et s^annulant avec x. 

Pour le démoDtrer^ Cauchy remplace les deux fonctioDs /J et f\ 
par une expression de la forme: 

en choisissant M , a, [i j y de fa9on que chaque terme de f ait un plus 
grand coefficient (en valeur absolue) que le terine correspondant de f^ 
et de f^. En rempla^ant ainsi f^ et f^ par /*', on augmente les coeflFi- 
cients de jt^ et de ^^ et comme ces deux series sont convergentes apres 
ce changeinent, elles devaient Tétre également avant ce changement. 

Tel est le principe fondaniental du calcul des limites dont Cauchy 
a fait d^ailleurs beaucoup d*autres applications et que plusieurs géométres 
ont notablement perfectionné depuis. 

Le plus grand de ces perfectionnements est du a M. Weierstrass 
qui a remplace la fonction f\x , y , i?) de Cauchy par une autre plus • 
simple qui peut jouer le méme röle. 

Ecrivons les équations (i) sous la forme: 



(•') 



dy 
dt 



<h 



= fM,y,z\ 



dx 
dt 



= f{^,y,^) = ^ 



Rempla^ons-y ensuite f,f^ et f^ par la fonction de M. Weierstrass 

M 



elles deviendront: 

(2') 



' f'(x fJ/yZ) = 1 ; ; : ', 



dz 



M 



dx dy 

dt dt dt I — a{x + y + z) 



Les équations (i') sont satisfaites formellemant par des series: 
développées suivant les puissances croissantes de t et 8'annuUnt avec t 
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De méme les équations (2') seront satisfaites par des series 

développées suivant les puissances croissantes de t et s'annulant avec t. 

(On voit facilement d^ailleurs que ^'{t) = ^[{t) = fKO-) 

Si M et a sont convenablement choisis, les coefficients des series f>' 

sont plus grands que ceux des series ^; or les series ^' convergent j donc 

les series ^ convergent également. 

C. Q. F. D. 

Je n insiste pas sur ces demonstrations qui sont devenues tout a fait 
classiques et qui se trouvent développées dans tous les traités un peu 
complets d'analyse, par exemple dans le Cours d'Analyse de M. Jordan 
(tome 3, page 87). 

Mais on peut aller plus loin. 

Théoréme I. Imaginons que les fonctions /J et f^ dépendent, non 
seulement de x y y et z, mais d'un certain parainétre arbitraire fx et qu'elles 
puissent se développer suivant les puissances croissantes de Xyt/yZ et ju. 
Ecrivons alors les équations (i) sous la forme: 

On peut trouver trois series 

qui satisfassent formellement aux équations (1"), qui soient développées 
suivant les puissances croissantes de t^ de ji et de trois constantes d'inté- 
gration x^ , y^y Zq et qui enfin se réduisent respectivement a Xo y yo et z^ 
pour t = o. 



Je di> que ces serie? convergent pourvu que f./i.x^.f/^ et z,^ soient 
suffii^mment petitdL 

En effet rempla<^ns f. f\ et /I par la fonction: 






I — .r;.' I — a «• -f y + z 



Cette fonction f peut étre développée suivant les poissances de jr, 
y . r et £1. On peut prendre J/ , a et ^ assez grands piur que chaque 
tenne de / ' soit plu> grand que le terrae correspondant de f, de /' 
et de /'^. 

Nous obtiendn>n> ain>i les équations 



'i"*) 



'U dp dz M 



:U dt dt i — .ia • I — «£ X + y + Ä 



On peut trouver tn>i* series 

r = c; / • /£ • x^ , 1/^ . .%» 

développée? soivant les puissances de / • a , r^ . ¥, . r,, satisfaisant aux 
équatioQS « 2^'] et se réduisant respectivement a x^ , y# . r^ pour / = o. 

En raisonnant comrae le faisait Cacchy, on démontrerait que chaque 
terme des series c' est plus gnind que le terme correspondant des series 
c. ^yr les series c' convergent. si ^,/f. x^, Vj et r^ sont assoz petitSL 
Donc les series c convergent ésri^I^ment. 

c. Q. F. D. 

i[hi peut tirer de lä diverses consequencrrs. 

Tkéoréme IL Xous venons de voir que .r • y et j: peuvent étre ' dö- 
veloppés soivant Its puissances de t . n . r., • y^ et r, pour\:u que ces cinq 
variables. v c»>mpris t, soient suffisainment jietitesw 

Je dis que r . y et z p>urront encore étre developpees suivant les 
puissances des qnatre variables n. r, .v, et r,. quelque grand que soit / 
poarvu qoe les quatre variables a.-r,,'/, et r., soient asÄZ petites. Il 
v a toutefois un cas dVx*^ept:on sur le^^uel je reviendra'. 
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En etfet iious trouvons d*abord trois series 

X = ^{t , /i , To , jf/o , Zo)^ y = fi{t , /i t .^0 , .Vo , ^o), 

qui définissent x y y et z pour les valeurs suflPisamment petites de (i^Xq^ 
yo , ^0 et quand 

p étant le rayon de convergence de ces series. Si donc t^ est un point 
intérieur au cercle de convergence et si x^ , y^ et z^ sont les valeurs de 
X , y et z pour ^ = ^^ , on voit que x^ , y^ et z^ sont des fonctions holo- 
morphes de fi , Xqj y^ et Zqj c^est a di re développables suivant les puis- 
sances de ces variables si elles sont assez »petites. 

Soient ensuite x\ , y? et z\ les valeurs de x^ , y^ et z^ pour 

/i = i^o = yo = -2^0 = o- 

Cela pose, on aura dans le voisinage du point t ^= t^ 

X = ip'{t — i^ ^ p, ^ X, — x\ , y^— y\ , z^ — ^^?), 

(3) y = Yxif — h,tx,x,—x\,y,—y\,z, — z% 

z = V'^{t — /, , /i , 0^1 — rr? , y, — y\,z^ — 4). 

Les series jp', ^\ et f?,, tout a fait analogues aux series f>,fp, et ^j, sont 
définies comme il suit. 

Elles satisfont aux équations différentielles; elles sont développées 
suivant les puissances de t — t^ fXy x^ — ^i > ^i — y\ et Zi — z\'y elles se 
réduisent a x^^y^ et z^ pour t =^ t^, 

Elles convergeront si [ijXi — AyVi — lA \ ^\ — ^i ^^"^ ^»^ez petits et si 

/>j étant le rayon du nouveau cercle de convergence 6\. 

Si t est un point intérieur a ce nouveau cercle de convergence Cj, 
on voit que x^y et z seront fonctions holomorphes de [i^Xi — a?J , t/i — y\ 
et Zi — z^i. Mais rr, — i^?? , ^/i — t/i j z^ — z^ sont déja fonctions holo- 
morphes de fi y or-o , yQ j Zo' Donc, pour tout point t intérieur au cercle 

Acta mathematica. 18. Impriin<^ le 10 raai 1890. 3 
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6'j, les trois quantités a?,y et ^ sont des fonctions holomorphes de/i,a;o, 
yo > ^0 développables selon les puissances de ces variables si elles sont 
assez petites. 

SupposoTls maintenant que le point t soit extérieur.au cercle 6',, le 
théoréme sera encöre vrai; il est clair en effet quMl suffit pour le dé- 
montrer pour iine valeur quelconque de <, de repeter le raisonnement 
précédent un nombre suftisant de fois, pourvu que les rayons /?j , />, , ... 
des cercles de convergence envisagés successivenient restent supérieurs a 
une quantité donnée. 

Gette convergence sera d'ailleurs uniforme pour toute valeur de / 
inférieure a t^^ quelque grand que soit Z^. 

On ne serait arrété que dans un cas. 

Le théoréme de Cauchy cesse d'étre vrai si les fonctions f^ et f^ ne 
soiit plus holomorphes en x j y , z\ par exemple si elles deviennent in- 
finies, ou cessent d'étre uniforraes. 

Si on ne peut pas développer les fonctions f ^ f^ et f^ suivant les 
puissances croissantes de /i, de x — x\,y — y] j z — z\j il n'existera pas 
en general trois series ip\ ip[ et ^J de la forme (3) satisfaisant aux équa- 
tions diiférentielles. 

On dit alors que le point 

est xxTi point singulier. 

Si donc, en faisant varier f , on voyait le point mobile {x , y , z) 
passer par un point singulier, notre théoréme serait en défaut. Si / 
variant depuis < = o jusqu'a t = t^y le point mobile {x , y , z) ne passé 
par aucun point singulier, le rayon de convergence de la serie de Cauchv 
ne pourra s'annuler et on pourra lui assigner une limite inférieure, de 
sorte que les trois fonctions x^y^z seront développables suivant les puis- 
sances de fi , Xq y y^ y Zq pour toute valeur de / inférieure ä /o- Mais si 
pour < = ^o> Ig point {x ^ y , z) se confond avec un point singulier, le 
théoréme cessera d*étre vrai pour les valeurs de t supérieures ii fo> 

Notre théoréme comporte donc un cas d'exception. Mais ce cas ne 
se presentera pas dans le probléme des trois corps et nous n*avons pas 
a nous en inquiéter. Soient en effet: 
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* 

les coordonnées des trois corps,* ^^^ ^ ^is y ^'12 l^^rs distances mutuelles, m^, 
m^ et m, leurs rnasses. Les éqiiations du probléme seront de la forme 
sui vante: 



di' ' rf, "^ r?. 



Le second membre de cette équation ne pourrait cesser d^tre holo- 
morphe en a;, , y^ , ^j , x.^ > ^a > -^j > ^3 > ^3 , ^s 4^® ^^ Tune des trois distances 
tjj , rjg, r^j venait a s'annuler, c^est ä dire si deux corps venaient a ce 
choquer. Or nous n'appliquerons jamais notre théoréme que quand on 
sera certain qu'un pareil choc ne peut se produire. 

Le méme resultat peut encore étre établi d'une autre maniére. 
Reprenons les équations: 



dt 

dt 



= fM,y, z,ii), 



,77=/;(';»y.^»/i)- 

Les fonctions /', /j , /j pourront en sénéral étre développées sui vant les 
puissances croissantes de x — x^^y — Voi ^ — ^0 > /^ — fh^ ^oxxv les valeurs 
de X jy j z et /i suffisamment voisines de Xq , yo , z^ et fi^. S'il existe un 
systéme de valeurs de Xq ^ yo y Zq ^ /jlq pour lequel cela n'ait pas lieu, je 
dirai que ce systéme de valeurs est un des points singuliers de nos équa- 
tions différentielles. 

Cela pose, ces équations admettront une solution telle que x , y ^t z 
sannulent avec t] et cette solution dépendra nianifesteraent de /x, Soit: 

X = a)^{t , /i), y = ö>,(< , /i), z = a}^{t , /x) 

cette solution. Il résulte de la definition méme de cette solution que 
Ton a, quel que soit ji: 

^1(0 y IJ) = o)^{o , 11) = 0)3(0 , /i) = o. 

Dans la plupart des applications, on pour ra effectuer Tintégration pour 
(jL = Oy de telle sorte que les fonctions a)^{t , o) , Q}^{t , o) ; a}^{t , o) seront 
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connues. Je suppose que, pour aucune des valeurs de t comprises entré 
o et <j, le systéme de valeurs 

o},{t , o) , a}^{t , o) , a)^{t , o) , o 

ne soit un point singulier de nos équations diflférentielles. 

Pour jBmployer un langage incorrect, inais conimode, je dirai que la 
solution particuliére 

X = a}^{t,o), y = (o^it , o), z = (o^{t , o) 

ne passé par aucun point singulier. 

Si cela n'avait pas lieu, nous nous trouverions dans le cas d'excep- 
tion dont j'ai parlé plus haut. 

Si au contraire cela a lieu, ce que je supposerai, je dis que les ex- 
pressions o}^{t^ , fi) , (o^{t^ , [i) , (o^[t^ , fi) sont des fonctions de fi dévelop- 
pables suivant les puissances croissantes de cette variable. 

Posons en effet 

;r = f + ö>j(^ , o), y = 7j + co^{t , o), 2' = C + (o.Xt , o), 

les équations différentielles deviendront: 



dt 



= 9^{S,rj , C, t, fl), 



(4) ' | = f^I(^7,c,^/i), 

Il résulte de l'hypothése que nous avons faite que pour toutes les va- 
leurs de t comprises entré o et ^^ , les fonctions ^ , (fy et ^^ peuvent etre 
développées suivant les puissances de f,^, C et /£, les coefificients du 
développement étant des fonctions du temps. 

J'observe de plus que pour ;/ h= o, les équations différentielles doi- 
vent étre satisfaites pour 

ce qui veut dire que f> , ^ j et f^ s*annulent quand /£, f , gy , C 8'annulent 
ä la fois. 
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On pourra alors trouver deux nombres positifs M et a tels que, 
pour toutes leg valeurs de t comprises entre o et ^,, chaque coéfficient 
du développement de ^ y ^^ ou ^^ suivant les puissances croissantes de 
S y 7j y C et fi soit plus petit en valeur absolue que le coéfficient corres* 
pondant du développement de: 

M{S+7j + : + /i) 



1 — «(^+ ly + C + /i) 



ou a fortiori que le coéfficient correspondant du développement de: 
Comparons donc les équations (4) aux suivantes: 

(5) S7 = äJ = f=^(^''?'^'/^)- 

La solution des équations (4), qui est telle que $ , tj et C s^annulent a la 
fois pour t = o, s'écrit: 

$ = a}^{t y fx) — ö>j(/ ,.0), 7j = ö>,(< , /i) — m^{t , o), 

C= o)^{t y fj) — a}^{t , o). 

m 

m 

D'un autre c6té les équations (5) admettent une solution: 

telle que f , jy , C s'annulent avec t. 

En raisonnant comme Ta fait Cauchy, on verrait que si o}'{t , fx) 
est développable suivant les puissances croissantes de /i, il* doit en étre 
de niéme de o}^{t , fi) — o)^{t , o) , (o^{t , [i) — w^(t , o) , Q}^{tyfx) — o)^{t , o), 
et que chaque coéfficient du développement de ces trois derniéres fonc- 
tions est plus petit en valeur absolue que le coéfficient correspondant de 
a)'{t , /i), au moins pour toutes les valeurs de t telles que 

Or les équations (5) sont faciles a intégrer et on vérifie aisément que 
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^^ 2. 



(o'{t „ fi) peut se développer suivant leg puissances de pi. Donc f ,.3y et " 
C sont également développables suivant les puissances de fi pourvu que 



o <t <t^. 



C. Q. F. D. 



Théoréme III. Cela pose, soit: 





celle des solutions de nos équations differentielles, qui est telle que: 

pour r= o. 

Considérons les fonctions: 

Je dis qu elles sont développables suivant les puissances de /i , x^ , y^ , z^ 
et r pourvu que ces quantités soient suffi^aminent petites. 
Posons en eflfet 

X = X- + .C„ y = y' +y^^ z = z' + z',, 



t = t 



,^ + r 



Nos équations deviendront; 



dF 

dl 
dV 

— 
dt' 



= (l + ^^) /(^' + ^^0 » / + ^0 . •2' + -^0 ' tj)y 

=^ (. I-+ ^ )/;(aj' 4- iCo ' y' + ^0 » ^' + -^0 . At)' 



= ( I + f )/i(^' + ^0.2'' + ;'/o . ^' + ^0 ' /^)- 



Cés équations contiennent cinq pararaé tres arbitrai res" ä savoir 



J 2. 



S' 
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Considérong donc la solution de ces équations qui est telle que x\ y', z* 
s'annulent avec V\ soit: 

. r/= r£>;(/', /i,rr, ,?/, , ^^, t), 

/ = (o'^{t\ix,x^yy^. z^, t). 

Il résulte de ce que nous venons de voir que si Ton fait /' = t^ les ex- 
pressions: 

Oh{t^y/iy^oyVoy^oy'd 

sont développables suivant les puissances de /i , a?o > ^o ' ^o ^* ^* ^^^^ ^^ 
est manifeste que Ton a: 



(f>) 



o>{(fi .iiyX^yy^, z^, t) = ö>,(^i + r , 



Donc les seconds membres des équations (6) son 
suivant les puissances de /i ,.^0 j 2/0 > ^0 ^* ^• 



également développables 
C. Q. F. D. 



Théoréme IV. Cauchy a tiré du calcul des limites un autre théoréme 
d'une extreme importance. 

Voici quel est ce théoréme: 

Si on a n + j) quantités ?/j ,7/2^ ...,//„, ^r, , rr^ , ... , .r^ entré lesquelles 
ont lieu n relations: 



(7) 






In \}i\ ' ?/'j > • • • ? ?/w > •'^i 5 ^2 5 • • • ' i^yj ^ o 5 



/ 
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si les /* sont développables suivant les puissances des x et des y et 
8'annulent avec ces w + i> variables; 

SI enfin le déterminant fonctionnel des /* par rapport aux y n^est 
pas nul quand les x et les y s'annulent a la foiÄ; 

on pourra tirer des équations (7) les n inconnues y sous la forme 
de series développées suivant les puissances croissantes de rc^ , aj^ , . .., o?^. 

Considérons en effet x^ comme la seule variable indépendante x^y 
x^ , . . . , Xp comme des paramétres arbitraires, nous pourrons remplacer 
les équations (7) par les n équations différentielles: 

(8) !^^» + 1A^«+ ... +'f/L'^ + ^ = o 0-1. «.....») 

^ ^ dy.dx^ dy^dsr^ "' dy„dx^ dx^ 

Nous sommes ainsi ramenés au oas dont nous venons de nous occuper. 

En particulier si fdf y oo^ , x^y . . . , x^) est une fonction développable 
suivant les puissances de y , i^i , a;^ , . . . , .r„; si quand les x et y s'an- 
nulent a la fois on a: 

f=o. -r^o'y 

dy ■ 
si enfin y est défini par Végalité 

y sera développable suivant les puissances de rr. 

Il nous resterait a examiner ce qui se passé quand le déterminant 
fonctionnel des f par rapport aux y est nul. Gette question a fait Vobjet 
de recherches nombreuses sur lesquelles je ne puis insister ici, mais au 
premier rang desquelles il convient de citer les travaux de M. Puiseux 
sur les racines des équations algébriques. J'ai eu raoi«méme roccasioii 
de .m'occuper de recherches analogues dans la premiére partie de ma 
thése inaugurale (Paris, Gauthier- Vi Ilars, 1879). Je me bornerai donc a 
éuoncer les théorémes suivants, en me bornant a renvoyer pour les de- 
monstrations, soit aux traités classiques, soit a ma thése. 

Théoréme V. Soit y une fonction de x définie par Téquation 

(9) f(j/ , ^) = o 

ou f est développable suivant les puissances de x et de y. 
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Je suppose que pour rr = y = o, /" sannule ainsi que: 

d"* f 

mais que y-£ ne s'annule pas. 

Il existera m series de la forme suivante: 

1 • 2 8 

(lo) y = rtjO;" + «2^" + ^3^" + • • • 

(oii n est entier positif et oii a, , a^ , . . . sont des coefficients constants) 

qui satisferont a réquation (9). 

Corollaire L Si la serie (10) satisfnit »a Téquation (9) il en est de 

niéme de la serie: 

111 
y = a^ax^ + o^ol^x^ + ^8«^^" + • • • 

ou a est une racine n® de l'unité. 

Corollaire IL Le nombre des series de la forine (10) développées 

suivant les puissances de a:**, (sans pouvoir étre développées suivant les 

puissances de x^ ^ P<^) ^st divisible par n. 

Corollaire III. Si k^n^ est le nombre des series (10) développables 

suivant les puissances de rr"», si k^n^ est le nombre des series (10) dé- 

veloppables suivant les puissances de 0;"% . . . , si Ä;^n^ est le nombre des 

series (10) développables suivant les puissances de a;"' on aura: 

ÄjW, + k^n^ + . . . + Ä^Wp = m, 

d*ou Ton conclut que si m est impair, Tun au moins des nombres w^, 
Wj , . . . , Hp est aussi impair. 

Théoréme VI. Si Ton a les équations 



(II) 



f^iVi . .Vj » • • • , ^p , 3;) = o, 

/»(yi . y, » • • • , j!/p , 3^) = o, 

frijfx .?/,,.-., y, , a;) = O, 

Mta mmth^matiea 18. Imprimé le SO mal 1890. 
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doiit les premiers raembres sont développables suivant les puissances des 
y et de X et s'annulent avec ces variablés, on pourra toujours éliminer 
entré ces équations 

et arriver ä une équation unique: 

de méme forme que Téquation (9) du théoréme préeédent. 

Il n'y aurait d'exception que si les équations (11) cessaient d'étre 
distinctes. 

Gorollaire des théorémes V et VI, Le théoréme IV s'applique toutes 
les fois que le déterminant fonctionnel des /* n'est pas nul, c'est a dire 
toutes les fois que quand les x s*annulent, les équations 

(7) /; = /i = . . . = /'n = o 

admettent 

yx=y<t = -' = yn = o 

comme une solution simple. 

Il résulte des théorémes V et VI et de leurs coroUaires énoncés 
plus haut que le théoréme IV est encore vrai si cette solution est mul- 
tiple, pourvu que Vordre de multiplicité soit impair. 



% 3. Applications du calcul des limites aux éqtMtions aux 

dérivées partielies. 

Cauchy avait déjä appliqué le procédé du calcul des limites aux 
équations aux dérivées partielles. Madame Kowalevski a considérable- 
ment simplifié la demonstration de Cauchy et a donné au théoréme sa 
forme définitive. 

Voici en quoi consiste le théoréme de Madame Kowalevski (Jour- 
nal de Crelle, tome 80). 

Considérons un systéme d'équations aux dérivées partielles définis- 
sant n inconnues ^j,^^,...,^^ en fonctions de p variables indépendantes. 
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Supposons que ce systérne sécrive: 
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dz^ / dzi dzi dzi \ 

di^ " ^A"^^ ' ^'^ ' " • ' '^'' ' ^, ' c^ ' • • • ' dip) 






(O 



dz^ / ilzi dzi dzi 



dzn / dzi dZi dZi \ 

dx^ ~ ''X'^ , J^, , . . . , a:^ ; ^-^ , ^^ - , . . . , — j, 
f \ y f^ ^ ' ' • j fn étaiit développés suivant les puissances de 

1 dzi 

•^1 ' "^a > • • • j ''^p ^^ cles --z ot,'^ 

(i prend les valeurs i , 2 , . . . , n; k les valeurs 2,3,...,^; enf^n les 
a,;i sont des constantes quelconques). 
Soit luaintenant 

w fonctions dopuées quelconques, développées suivant les puissances crois- 
sautes de x^ y x.^ , . . . , x^ et telles que: 



di, = "^'^ 



pour 



Xn X., • . • Xp — — O» 



Il existera n fonctions 

développables suivant les puissances de a^j , ^r^ , . . . , .r^, gwi satis f er ont aux 
équations {i) et qui se réduironl respectivement ä ^i , ^^^ , . . • , ^„ pour x^ = o. 

J'ai moi-inéme cherché ä étendre les resultats obtenus par Madame 
KowALEVSKi {Thése inaugurahj Paris, Gauthier-ViUars, 1879) et j'ai étudié 
en détail les cas que la savante mathématicienne avait laissés de coté. 
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Je me suis attaché en particulier a Téquation: 

ou Xj , X^ , . . . , X^ sjont dcveloppés suivant les puissances de j^, , a:^ , . . . , x^\ 
je suppose de plus que dans le développement de Xj , X^ , . . . , X„, il 
n'y ait pas de terme tout connu et que les termes du i" degré se ré- 
duisent respectivement a X^x^ , X^x^ > • . • j A«^,i> de telle sorte que 

Y^ désignant une suite de termes du 2^ degré au moins par rapport a 

J'ai démontré qu'a certaines conditions cette équation admet une 
intégrale holomorphe développable suivant les puissances de rTj , rr^ , . . . , rr„ . 

Pour que cette intégrale existe, il suffit: 

I** que le polygone convexe qui contient les n points Aj , A^ , . . . , A^ 
ne contienne pas lorigine, 

2** que Ton n'ait aucune relation de la forme. 

m^X^ + . . . + M^X„ =^ A, 

oii les m sont des entiers positifs dont la somme est plus grande que i.' 
Je vais chercher a généraliser le resultat obtenu dans ma thése. 
Au lieu de Véquation (2) envisageons Téquation suivanté: 

dz -w^ dz «. dz -^ dz 

(3) 5< + -^' 57. + ^» SiT. + • • • + ^^''^„ '-^ ^^'- 



^ Dans ma thése, jo ' n^énonoe pas oettc rcsiriction et jc ne suppose pas que la 
somme des m soit plus grande que I. Il semblerait dono que le théorémc est en défaut 
quand on a par ezemple X^ = >^i- H n^n est rien. Si Ton avait 

certains coefi^oients du développement prcndraient la forme — et deviendraieut inGnis. 

C^est pour cette raison que nous avons dd supposer qu une pareille relation na pas lieu. 

Si l'on avait au coutrairc X^ = X, certuins coefficicuts prendraiont la foruiC -• 

* i *- O 



§ 3. 
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Nous avons encore 



Xi = ÅiXi — To 



y, désignant une fonction développée suivant les puissances de x^y x^, ..,, x^ 
et ne comprenatit que des tennes du 2^ degré au inoins par rapport a* 
ces n variables. Mais Z, ne dépend pas seulement des rr, il dépend aussi 
de t, de sorte que les coefficients du développement de F< suivant les 
puissances des x sont des fonctions de t. Nous supposerons que ce sont 
des fonctions périodiques de t de période 2r développées suivant les sinus 
et cosinus des multiples de ^. 

Je me propose de chercher dans quel cas Téquatian (3) admettra 
une intégrale holomorphe développée suivant les puissances de x^, x^, ..., x^ 
et telle que les coefficients du développement soient des fonctions pério- 
diques de t. 

Voyons d'abord qu'elle va étre la forme de F<. Nous allons dé- 
veloppei* y, suivant les puissances croissantes de rCj , rr^ , . . . , rc„; con- 
sidérons le terme en 



1 2 * • * *^y| • 



Le coefficient de ce terme étant une fonction périodique de t pourra 
se développer suivant les sinus et cosinus des multiples de tj ou ce qui 
revient au méme suivant les puissances positives et negatives de e''^. 

Nous pourrons donc écrire 

Y — 51^7 p/^ v^ ^r^^i r^ . ^^n. 

Les C sont des coefficients constants; y9 est un entier positif ou né- 
gatif ; a, , a, , . . . , Gr„ sont des entiers positifs tels que 

«! + Äj + . . . + a„ > 2. 
J'écrirai aussi quelquefois en supprimant les indices: 



Y^ = Z6V-"a:J'ir^^ . . . xl\ 



Posons maintenant: 



y; = Z 1 ö 



O ju^ ju,2 • • • ^M.'f^ 



-. ■ • 
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et envisageons réquation suivante: 

(4) (Alrr, - Y\)^^ + {Kx, -Y'y^^ + . . . + (A>„ - F;)g-^ = X\z. 

Dans cette équation — n'entre plus; nous pouvons donc regarder t 

cornme un paraniétre arbitraire et rr, , a;^ , . . . , ;r„ coinme les seules va- 

riables indépendantes. Si donc les quantites ^^ , A^ , . . . , K satisfont aux 

conditions que nous avons énoncées plus haut, Téquation (4) (qui est de 

mé;ne forme que Téquation (2)) admettra une intégrale holornorphe. 

Nous supposerons 

5' y — — ;' 

A| Aj • • • A„ • 

Nous supposerons de plus AJ réel et positif. 
Cela pose, soit 

une serie satisfeisant formellement a Téquation (3). Comment pourra-t-on 
calculer les coefficients A par récurreBce. 

En écrivant 1'équatiön (3) sous la forme 

^'^ _i_ 3 dz . dz . V ^^^ A- V '^^ _L J_ V ^^^ 

et en identifiant les deux membres on trouve: 

-4^.«,«,...«,[/?v/^^ + Koi, + X,oi, + . . . + A,a„ — A,] = F[C , A], 

P\C ^ Ä\ étant un polynöme entier a coefficients positifs par rapport aux 
C et aux coefficients A déja calculés. 
Soit maintenant 

une serie satisfaisant a Téquation (4). Pour calculer les coefficients A' 
nous écrirons Téquation (4) sous' la forme: 

dz dz . , ., dz ., -t/,dz . ^fdz . , ^rt dz 



y^ "^ I V/*. "^ _L_ _i_ r^ ^^^ 3'^— v '^ _L v ^ _j_ -L v 



rf;», ' "'-dx^ ' " ' '^"-^"rf^tn '^^"^ ^rf^rj, ' ''rfaj, ' ' "rfir„ 



§ 3. 



31 



Sur le probléme des trois corps et Ics équations de la dynamiquc. 

En identifiant les deux mernbres, nous trouverons: 

P[\C\yA'] ne différe de P[C ^ A] que parce que les C sont remplacés 
par leurs modules et les A par les A'. 

Les A' étant réels positifs ainsi que les coefficients du polynöme P, 
les A' seront aussi réels et positifs. 

Pour que Ton ait ensuite: 



A 



^ a^ai...an 



<A', 



^.aiCLj-.Mm ' 



il suffit que Ton ait toujours: 



a; a, + AJa, + ... + K(^n — ^\ < \P\1- » + A«l + ^^2^2 + ••• + K^n ^i 



ou 



(7) 



K< 



(«j — 1) + a^ + . . . + fXn 



Si Ton a choisi X[ de fa9on a satisfaire a Tinégalité (7), on aura donc 

\A\<A\ 

Or la serie (6) converge, donc il en sera de méme de la serie (5). 

Ainsi donc pour que la serie (5) converge, il suffit qu'on puisse 
trouver une quantité positive Å\ satisfaisant a Tinégalité (7) pour toutes 
les valeurs entiéres et positives des a, et pour toutes les valeurs entiéres 
positives et negatives de /9. 

Commencons par reniarquer que le second membre de Tinégalité (7) 
est toujours plus grand que: 



(8) 



/9v^— I + A,(a, — l) + Å^a^ + . . . + Å„a, 



1^1 + (a^ ~ 1) + a, + .. . + a„ 

Il suffira donc que AJ soit plus petit que Texpression (8). Or cette 
expression (8) est le module d'une certaine quantité imaginaire repré- 
sentée par un certain point G. Or il, est aisé de voir que ce point O 
n'e8t autre chose que le centre de gravité des n + 2 masses suivantes: 

1° n niasses égales respectivement a aj,a2,...,a„ et situées respec- 
tivement aux points Aj , A^ , . . . , A«; 
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2° une inasse égale a \(i\ et située soit au point + y/— i soit au 
point — /^; 

3** une masse égale a — i située au point Aj. 

Toutes ces masses sont positives a Texception de la derniére. 

Il faut chercher la condition pour que la distance OG soit toujours 
supérieure a une certaine limite X\, 

Composons d'abord les n+ i premiéres masses; nous obtiendrons 
une masse: 

3f = a, + a, + . . . + a« + I y9 I 

située en un certain point G' et comme ces w + i premiéres masses sont 
positives, le point & sera située a Tintérieur de Tun ou de Tautre des 
deux polygones convexes qui enveloppent, le premier les w + i points 



/j , /j , . . . , /„ et + v — ^ > 



et le second les n + i points 



Si aucun de ces polygones convexes ne contient Torigine, on pourra 
assigner ä la distance OG' une limite inférieure // et écrire:. 

OG' > II. 

Il reste a composer la masse M située en G' et la masse — i située 

en A,. On obtiendra ainsi une masse M — i située en G, On aura 

évidemment : 

OG > OG' — GG', 

» 



d'ou 



OG>OG'^-^>/l^-^ 

M — I . M — I ' M — \ M — \ 
Si donc: 

1^ 
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IMnégalité 

(9) 0Ö>^ 

sera satisfaite. 

Il n'y a donc qu'un nombre fini de combinaisons des nöinbres entiers: 

pour lesquelles Tinégalité (9) pourrait ne pas étre satisfaite. 

Si pour aucune de ces combinaisons OG n'est nul, nous serons certains 
de pouvoir assigner ä OG une limite inférieure \. 

Nous somnies donc conduits a la régie suivante: 

• 

Pour gué Véquation (3) adtnette une intcgrdle développable suivant les 
puissances des x et périodique par rapport ä t, U suffit: 

i^ qu^aucun des deux polygones convexes circonscrits, le premier aux 
points Aj ^ Aj , . . . , A„ et + \'—i^ le second aux points A, , A^ , . . . , A„ et 
— yj— I, ne contienne Vorigine, 

2^ quil ny ait entré les quantités A aucune relation de la forme 



^sj~\ + otiAj + QtjAj + . . . + a«A„ = Aj, 
les a étant entiers positifs et p entier positif ou négatif. 

Cest la une généralisation du théoréme démontré dans ma thése. 
Or de ce théoréme découlaient un certain nombre de conséquences. 
Voyons si on pourra en tirer de semblables du théoréme généralisé. 

Nous allons pour cela suivre absolument la méme marche que dans 
la thése citée. 

Considérons Téquation: 

/ X (Jlz , v dz ^ dz . dz 

('O) j< + ^' dl + ^»dz + • • • + ^"dx. = °' 



i ^"^i 



obtenue en supprimant le second membre de Téquation (3), 
Considérons en outre Téquation: 

(3) ji + ^^ i. + ^»äl. + • • • + ^"i^ = -^.^ 

deta mathematica. 18. Imprimé U 37 juin 1890. 
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et Téquation: 

dz ^ dz ^ dz • ^ dz . 

Si les X satisfont aux conditions que nous veiions d'énoncer, Téqua- 
tion (3) adinettra une intégrale 

011 Tj est ordonné suivant les puissances des x et périodiqne par rap- 
port a /. 

De méme lequation (11) admettra une intégrale 

o\x T^ est de ménie forme que T^. 

On en conclut que 1 equation (10) adniet comine intégrale particuliére: 

J- —i. 

-^ 1 -* 2 

Coinme on peut dans le second membre de (3) roinplacer successive- 
ment A,2f, par Å^z y Å^z j . . . y Å^z et qu'on obtient ainsi 7i — i équations 
analogues a Téquation (11), on peut conclure que Téquation (10) adniet 
n — I intégrales particuliéres 

-L __L J. _i. i. „i. 

rpki rn l^ rjyXi rjy /, /t»/-, rp X^ 

011 Tj , T3 , . . . , jT^ sont de méme forme que Tj. 

Pour avoir Tintégrale générale de (10), il faudrait posséder encore 
une n® intégrale particuliére. Pour cela considérons Téquation: 

. dz ^ dz ^ dz 

Gette equation admettra comme intégrale particuliére z = e\ 
Nous en conclurons que Téquation (10) admet comme intégrales 
particuliéres 
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(le sorte que 1'intégrale générale^de cette équation (lo) sera: 

z = fonction arbitraire de (TjC~^»' , T^e'^ > • • • , T^e"^). 
En d'autre8 termes les équations différentielles: 

(lo) rf<_-___ =_ 

adniettront comine intégrale générale 

K^jK^,...,K^ ctant w constantes d'intégratioii. 

Ce théoréme peut étre regardé comme la généralisation de celui que 
j'ai démontré a la page 70 de ma thése. 

Supposons maintenant que nous cherchions ä déterminer les p pre- 
uiiéres variables x ä savoir 

X^ y X^ y , , , j Xp 

en fonctioiis des 71 — jp autres a savoir 
et de <, a Faide des équations suivantes: 

dx^ , Y dx, y dx, j_ Y ^'*» — Y • 

df + ^^+^^?^ + ^'^'~d^, + . • • + ^-d^^ - ^i. 

dx^ y. dx^ Y ^^« I j_ Y ^« — Y 

(13) dT + ^/'^^T^:;; + ^^'^^^^:7i +•••"+■ ^"c/a^n " '' 

m 

^<^P 1^ -y dXp y aXp . . -y dXp ^ 

Il est aisé de voir que Tintégrale générale des équations (13) 8'écrira: 
(14) ^^ = ^^ = ... = f>p^ o, 

Fl > f^2 ' • • • > f ;> representant p fonc^ons arbitraires de 
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Prenons en particulicT: • 

r\ — -^1^ > ra — ^a^ » • • • > Yp — -^ p^ 

Les équations (14) s'écriront: 

(14') r. = 7; ^....=. y, =^0. 

Des équations (14') oti pourra tirer x^ ^ x^^ . . , >, Xp en fonctions de 
Xpj^i , Xpj^^i , . . , , Xn et t et on verra que ce sont des fonctions holomorplies 
par rapport a x^,^^ , x^^.^ , . . . , a?„ et périodiques par rapport a t. 

Donc les cquations (13) adniettent une solution développable suivant 
les puissances croissantos de Xj,^i , x^,^^ , . . . , .r„ et suivant les sinus et 
cosinus des inultiples de <. 

Ce théorénie est déniontré quand les A satisfont aux conditions 
ononcées plus haut; voyons comment on pourra Tétendre aux cas oii ces 
conditions ne. sont pas reinplies. Je suivrai pour cela la méine inarclie 
que dans la 4"" partie de mes reeherches sur les courhes défmies par les 
équatians différentieUes (Journal de Liou ville, 4°*'' serie, T. 2, pages 

156—157)- 

Proposons-nous de calculer les coefficients de Tintégrale höloniorphe 

des équations (13) (a supposer que cette intégrale existe) et ii cet effet 

écrivons ces équations (13) sous la fornie sui vante: 

Soit: * . 



une quelconque des fonctions F, , Y^,...y Y„, ainsi que nous Tavons 
supposé plus haut, et proposons-nous de calculer les 2^ fonctions 

m 

1 ' 2 ' • * • ' ''^P 

sous la forme 



i 3. 
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Pour calculer les coetficients A par récuiTcnce, substituons les series 
(15) dans les équations (13') et identitions les deux membres. Nous 
aurons pour calculer Ai|3a,^^_^ Téquation suivante: 

F[C y ( — U) , A^ ctant un polynome entier a coefficients positifs par 
rapport aux coefficients C de 

Y Y Y 

aux coefficients U de Y^ changés de signe et aux coefficients A déja 
calculés. 

Pour qu'aucun des coefficients A ne devienne infini nous devons donc 
d'abord supposer qu'il n'y ait entré les A aucune relation de la forme: 

oti les a sont entiers positifs et ^ entier positif ou négatif. 

Cela pose soit A' une quantité positive que nous déterniinerons plus 
complétement dans la suite. 

Soit ensuite: 



y •— y I c 



>05i'-i /r«i rr^i 



an 



1 2 • • • **^«i 



an 



pour 



et 



i = p -{- i ^ p -{- 2 ^ . . . , n 






t, i a|a2...a« 



^ *^1 *'^ 2 • • • •* H 



pour t = 1,2,...,/?, 

Fornions les équations 



(1 3") 



^'^/' + 



c/.«;j 



* (ij; 



+ A'a: 



rfjj< 



P+i 



p-f-2 



do; 



(Z^i 



P + 2 



dxi 



-f- . , » -f- ÅX„ -T— A ^^^i 



"" -*/»+! ^.. . + -'^ + 2 ^^^ +•••.+ i^r'» 



cfa* 



P+i 



»•*^;'+ 



t/a;. 









(i = l,2,...,f.) 



-1 
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Cherchons a satisfairo aux équations (13") ä Tnide de series de la 
forme suivante 

Les coefFicients B rious seront donnés par les équations suivantes: 

oii P[| C I , I C I , B] différe de P\C , (— ^ C) , Ä\ en ce que les coefficients 
C et — C y sont remplacés par leurs modules, et les coefficients A par 
les B correspondants. 

On en conclut que tous les B sont positifs et que chaque B est 
plus grand que le module du A correspondant. 

Il suffit pour cela d'une seule condition, c'est que: 

Si cette condition est reniplie chacun des termes de la serie (15) 
sera plus petit que le terine correspondant de la serie (15') et coinme 
cette derniére converge, la serie (15) convergera également. 

Il suffit pour cela que Ton puisse trouver une quantité positive X 
assez petite pour que Ton ait toujours: 



X < 



Op+l + . . . + «n I 



c'est a dire, d'aprés ce que nous avons vu plus haut, quaucun des deux 
polygones convexes circonscrits, le premier aux points A^^.! , A^^2 > • • • > ^*» 
et + y/— I , le second aux points ^^1 , Ap+2 , . . . , A„ et — y— i, ne con- 
tienne Torigine. 

Si donc aucun de ces deux polygones canvexes ne contlent Voriginej s'il 
ny a entré les Å aiccune relation de la forme (16), les équations (13) ad- 
mettront une intégrale particuliére de la forme suivante: 

Xi = ^lyXp^i , Xj,^2 J ' ' ' 7 -^n } t)y 
Xq = ^2V^p-\-l > *^/> + 2 9 ' • ' y ^n J tjj 



"\ 
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les ip étant développables suivant les puissances de a^^+i , 0:^4.2 ?•••> i^« ^ l^s 
sinus et cosinus des mtdtiples de t. 

Cela pose, envisageons les équations: 

^^^ ) ^^--"x, -X, X, ' 

Ces équations sont de méme forme que les équations (10'); la seule 
différence, c'est que les A n'oTit pas des valeurs qui ^atisfont aux condi- 
tions suffisantes énoncées plus haut pour que Téquation (13) ait une inté- 
grale holomorphe. 

Nous alloiis nous proposer (le trouver non pas la solution-générale 
des équations (10"), mais une solution contenant n — p constantes arbi- 
traires. 

Panni les équations (10"), je considére en particulier les suivantes: 

/ \ ^?^p+i Y ^^/»-f2 Y ^^w Y 

^'•f dt ~" ^^+>' dt "" ^P + 2 ' • • • . di ~~ ""' 

J'écris en outre les équations: 

(18) Xi = f>i{Xp^i , Xp^2 j • • . j ^n.> o» a-1. 2. ...,;» 

les f^i étant les intégrales holoniorphes des équations (13) définies plus haut. 

Il est evident que si x^,x^y...jXj^ sont n fonctions de t qui satis- 
font aux équations (17) et (18), elles satisferont également aux équa- 
tions (10"). 

Dans les équations (i 7) substituons a la place de ir^ , a^^ , . . . , rr^ 
leurs yaleurs (18), ces équations deviendront: 

■ 

^/>+i » ^pfa > • • • > -^n étant des series développées suivant les puissances de 
^p+i 5 ^Pf2 > • • • > ^ii> dont tous les termes sont du 2*^ degrc au moins et 
dont les coeflRcients sont des fonctions périodiques de /. 
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Ccs équations (19) son t de la inéme forme que les équations (10'); 
leur intégrale générale sera donc de la forme sui vante: 

011 Kp^i ^ . . . , Ä„ sont des constantes d'intégration, oii Tp^^ , . . . , 3^ sont 
des series développées suivant les puissanccs des x et les sinus et cosinus 
des multiples de /. 
Les équations 

Tf = o, «=l,9,...p) 

(20) 

nous donnent donc iine intégrale des équations (10") dépendant des n — p 
constantes arbitraires K^^^ , K^,^^ , • . • ? ^». 

Pour obtenir cette intégrale sous forme explicite, il faut résoudre 
ces équations (20) par rapport ä a*j , rr, , . . . , rr„; on trouve ainsi: 



^« — r »»(' » -^^r+i 1 • ' • ' A»)? 



les ^» étant des series développées suivant les puissances de 



Xnt 



et suivant les sinus et cosinus des multiples de t. 

Ces series sont convergentes, pourvu qu'aucun des deux polygones 
convexes circonscrits, le premier aux points A,,^, , A^^a > • • • > K ^^ + v'--^? 
et le second aux points A^^j , Åj,^^ > • • • > A„ et — v^— T, ne contienne Tori- 
gine et qu'il n'y ait entré les A aucune relation de la forme (16). 

Cette demonstration fait ressortir Tanalogie de ce théoréme avec ceux 
que j'ai énoncés dans ma thése et en particulier avec celui-ci: 

Dans le voisinage d*un point singulier, les solutions d'une équation 
dittérentielle sont développahles suivant les puissances d(? /,/"*», /^% ..., /^". 
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J'avais d'abord démontré ce théorérne (que j'ai ensnite raltaché aux 
idées générales qui ont inspiré ma thése) par une voie assez différente 
dans le 45® Cahier du Journal de TEcole polytechnique et M. Pi- 
CARD y avait été conduit indépendainment par d'autres considérations 
(Comptes rendus 1878). 



% 4. Integration des équatlouA llnéaires a coefficieiits péHodiques. 

On sait qu'une fonction de x périodique et de période 2;r peut se 
développer en une serie de la forme suivante 

(i) f{x) = Aq + A^ C0S.T + ^2 ^os 20^ + • • • + -^1. cos n.r + . . . 

+ B^ sin X + J9.^ sin 2ir + . . . + ^,, »in nx + . . . 

J'ai montré dans le Bulletirv astronornique (novembre 1886) que 
si la fonction f{x) est finie et continue ainsi que ses ^ — 2 premiéres 
dérivées et si sa p — i* dérivée est finie, mais peut devenir discontinue 
en un nombre limité de points, on peut trouver un nombre positif K tel 
que Ton ait, quelque grand que soit w, 

11^ A, \ <K, \n^B,\ < Ii. 

Si f{x) est une fonction analytique, elle sera finie et continue ainsi 
que toutes ses dérivées. On pourra donc trouver un nombre K tel que: 

n^A„ I < A', I n^B„ \ < K. 

Il résulte de la que la serie . ^ 

\ A \ -i- \ A \ 4- \ A \ 4- 4- \ A • 4- 

I o I ' ill ' 12 I ' *•• ' 1 n I I • • • 

+ I 7^ ,1 + I B J + . . . + ! 7?„ I + . . . 

converge et par conséquent que la serie (i) est absolument et uniformé- 
ment convergente. 

Aeta nuUltematiea. 13. [iiiprimö le 28 jiiin I8S0. Q 

\ 
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Cela pose, considérons un systeme (réquations diffcrentielles linéaires: 



dt 

dx 



~ — f^l.l^l "T f^l.2*'^2 "T • • • 4" ^\.n^n9 



(2) dt 



- — f^2A'^'\ I f2.2'^'2 "T • • • ~r ^'l.H^ny 



— ipH.l^l "T f^ii.2^a "T • • • "1" f^n.n-^n* 



(/e 



Les n^ coefficients ^ij. sont des fonctions de t périodiques et de 
période 2;r. 

Les équations (2) ne changent donc pas quand on change t en 
t + 27r. Cela pose soient: 



(3) 






n Solutions, linéairement indépendantes, des équations (2). 

Les équations ne changent pas quand on change f en t -\- 27: et les 
« Solutions deviendront: 

^1 = <f'i.i{f +2-) a-„ = <^\_„{f + 2-), 

'•^i = ^i.i{t + 27r), .... :r. = 4'.,,Xf + 2/t), 



^i = ^^«.i(^ + 2ff) r„ = ^'„„(/ + 2;r). 

Elles devront donc étre des combinaisons linéaires des n solutions 
(3) de sorte qu'on aura: 

d',Af + 2;r) = A,^^.,(/) + A,,,<r',,,{t) + . . . + ^l,.„9'v,(/), 
les ^ étant des coefficients constants. 



^^ 4. 
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On aura d^ailieurs de mérne (avec lés mémes coefficients) 
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etc. 



Cela pose formons réquation en S: 



(5) 



-^1.1 ^ A\.\ 



-^2.1 



2.2 
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A 



2.fi 



An.\ 



11.2 



• • • -^n.n ^ 



= O. 



Söit 5j Tune des racines de cette équation. D^aprés la théorie des 
substitutions linéaires, il existera toujours n coefficients constants 



tels que si Ton pose: 



•^1 ' ^2 J • • • > ^n 



Ox.i{t) = -B.^..,(0 + B,ip,,,{t) + . . . + B,^,.,(0 



et de méine: 



<?,,(0 = B.iPU^) + B,ip,,{t) + . . . + ö,i^...(0 



on ait: 



et de méine: 



•Posons: 



il viendra: 



eUi+ 27r) = SA.i{t) 



e,,{t + 2;r) = s,e,,{t). 



$, = e*"'% 



Cette équation exprime que: 

est une fonction périodique que rious pourrons développer en une serie 
trigonométrique : 

A,., (O- 
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Si les fonctioiis périodiqu(?s ^i,t{t) sont analytiques, il en sera de 
méine des solutions des cquatioiis difterentielles (2) et de A,.i(<). La 
serie ^j.i(0 sera done absoluinent et uiiiforinément eonvergente. 

De méme 

sera uiie fonction périodique quon pourra rcpréseiiter par une serie tri- 



'1 • 



goiiometrique: 

A,.<(0- 

Nous avons done une solution particuliére des équations (2) qui s'éerit: 

A cliaque raeine de Téquation (5) correspond une solution de la 
forrrie (6). 

Si Téquation (5) a toutes ses raeines distinetes, nous aurons n solu- 
tions de cette forme linéairement indépendantes et la solution générale 
sécrira: 

(7) 



Les C sont des eonstantes d'intégration, les a sont des constantes et Ics 
A sont des series trigonornétriques absoluinent et unifonnéuient con- 



vergentcs. 



Voyons niaintenant ce qui arrivc quand Téquation (5) a uini ra<;ine 
double, par exeniple quand a^ = a.^. Keprenons la formule (7), faisons-y 

% 

6'j = C\ = . . , = (.'„ = o 
et faisons-y tcndre a^ vers a,. U vient: 

ou en pösa n t 

C/j = Oj "■^- Oj, 

O J 
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il viendra: 

Il est clair que la différence 

8*arnmlera pour a^ — a^. Nous pourrons donc poser: 
Il vient ainsi: 

et a la liinitc (pour a^ = a^); 

On verrait que la limite de X'{t) pour a^ = äj est encore une serie 
trigonométrique absolument et uniform éinen t convergente. 

Ainsi Teffet de la présence d'une racine double dans Téquation (5) 
a étc d'introduire dans la solution des termes de la forine suivante: 

Å{t) étant une serie trigonométrique. 

On verrait sans peine qu'une racine triple intröduirait des termes de 
la forme: 

et ainsi de suite. 

Je n'insiste pas sur tous ces points de détail. Ces resultats sont 
bien connus par les travaux de MM. Floquet, Callandkeau, Bruns, 
Stieltjes et si j'ai donné ici la demonstration in cxtenso pour le cas 
general, c'cst que son extreme simplicité me permettait de la faire en 
quelques möts. 
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CHAPITRE II. 
Théorie des invariants intégraux. 

§ 6. Propriétéa diveraea des équatians de la dynatnique. 

Soit F une fonction d'une double serie de variables: 

•^1 > •'^a > • • • > •'^n > 
!/\ y 1/7 y • • • 7 iJ/tt 

et du temps t. 

Supposons que Ton ait les équations diflféreiitielles: 

dxi dF djfi dP^ 



t 



It dyi dt dxi 



Coosidérons deux solutionö infiniment voisines de ces équatioDs: 

•^'1 + ^1 y '^'2 + I2 » • • • j ^^'n + f» , Vx + 5yj , //^ + ly^ , . . . , //„ + jy„, 

les f et les tj étant assez petits pour qu'on puisse négliger leurs carrés. 
Les f et les tj satisferont alors aux équations diflférentielles linéaires 



dt "" L. , dii.dx, ^^ "^ ^ , (///, dy, "y* ' 

(2) 

dr,i__^ d*F _^ cZ'F 

qui sont les -équations aux variations des équations (i). 

Soit fi, lyl une autre solution de ces équations linéaires de sorte que: 

</i jL^ i^dxidxk * ^^,d,Vidyt '** 



x^ 5. 



Sur le probléme des trois eorps et*Ies équatioDS de la dyoaiuique. 



Multiplions Ics équations (2) et (2') respectivement par 17J , 
et faisons la sornine de toutes ces équations, il viendra: 



e;,- 
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S^ / , d*P , d*F , d'F , d*F \ 



v v / Ä<_^!^_L . d*F , ^^, d'F , ^ . d*F \ 



ou 



råt'?'^'-^''?j=° 



ou enfin 



(3) Vi^i — ^i^i + 72^2 — ^2^2 + . . • + 7»f« — ^»7« = constante. 

Voila une relation qui lie entré elles deux solutions quelconques des 
équations linéaires (2). 

Il est aisé de trouver d*autres relations analogues. 

Considérons quatre solutions des équations (2) 



" „"' 



Considérons ensuite la som me des déterminants 






fi e; .er c 



."/ 



.'/' 



On vérifierait sans 



Vi Vi Vi Vi 

^ It It 

Vk Vk Vt Vt 

ou les indices i et k varient depuis i jusquä n 
peine que cette somme est eneore une constante. 

Plus généralement si Ton forme ä Taide de 2p solutions des équa- 
tions (2) la somme de déterminants: 

T.: 



a^a^...ap | >ö| Vöi ^w^ V<fi * * * ^dpV^y 1' 

(äj , Gf^ » • • • > Äp = I , 2 , . . . , n) 



cette somme sera une constante. 
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En particulier, le déterininant fonné par les valeurs des 2w quantités 
f et yj dans 2n solutions des équations (2) sera une constante. 

Ces considérations pennettent de trouver une solution des équations 
(2) quand on en connait une intégrale et rcciproquement. 

Supposons en effet que 

soit une solution particuliére des équations (2) et désignons par f, et rj^ 
une solution quelconque de ces mémes équations. On devra avoir: 

Sf,y9, — Tjiai = const. 

ce qui sera une intégrale des équations (2). 
Réciproquement soit 

S-4,fj + ^f^i^Ji = const. 
une intégrale des équations (2), on devra avoir: 

d\)u en identifiant 

dAi K^ d'F , , sr^ d'F ^ 



dB, 



CO qui montre que: 

m 

est une solution particuliére des équations (2). 
Si maintenant: 

*C^'.>//.^ f) = const. 

est une intégrale d(?s équations (i), 

d(ff ^ . v^ d(ff 



</x difi 


^^k 


^ . 


/^ 


djfii clxi 


J/^, 


d'F 

1.. .3.. 


A, 


+: 


r. 


(VF 


n„ 






>^ r>. Sur le probléme des trois corps et les équations de la dyoamique. 49 

sera une intégrale des équations (2), et par conséquent: 

sera une solution particuliére de ces équations. 

Si ^ = const., 0^ s= const. sont deux intégrales des équations (i), 

on aura 

r/d0d0^ d0d0^\ _ 
\dxi dy i dy i dx{ / 

Cest le théoréme de Poisson. 

Considérons le oas particulier ou les x désignent les coordonnées 
rectangulaires de n points dans Tespace; nous les désignerons par la no- 
tation ä double indice: 

le premier indice se rapportant aux trois axes rectangulaires de coor- 
données et le second indice aux n points matériels. Soit m^ la masse du 
«• point materiel. On aura alors: 

d^xjti _ dV 
^^''dr~^d^,' 

V étant la fonction des forces. 

On aura alors pour Féquation des forces vives: 



y - E T (^') - »^ - -"•'• 



Posons ensuite: 

dxn 

^" = '"' IT' 

d'ou 

(4) 2^ = y^— F=con8t. 

et 

dxn dF dyn dF 



dt dyn ^ dt dxn 

Ada nuUhemtUiea, 18. Tmprimé le SO jaln 1890. 
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Soit: 


H. Poincaré. 


(5) 




" * -F** = <Pki{i\ Vki = ^w,f?;,(0 



§ 5 



une solution de ces cquations (i'), une autre solution sera: 

^ti = 9^ki{t + Ä), !/kt = wi,f?«(/ + Ä), 

h étant une constante quelconque. 

En regardant h coinme infiniment petit, on obtiendra une solution 
des équations (2') qui correspondent ä (T) comme les équations (2) cor- 
respondent a (i): 

h dcsignant un facteur constant tres petit que Ton peut supprimer quand 
on ne considére que les équations linéaires (2'). 
Connaissant une solution: 

^ ~~ TO ' ^ ~ dx 

dc ces cquations, on pcut déduire une intégrale: 

y VI _-V ^e = const. 
^^ m ^-^ ax 

Mais cette méme intégrale s*obtient tres aiséinent en diflférentiant Téqua- 
tion des forces vives (4). 

Si les points matériels sont soustraits a toute action extérieure, on 
peut déduire de la solution (5) une autre solution: 

h et k étant des constantes quelconques. En regardant ces constantes 
comnie infiniment petites, on obtient deux solutions des équations (2') 

^H = ^ f« = f«( = Vli = V^i = 7«i = ^' 

f u = ^ fjj = fa, = 72i = 78< = ^' Vu = »h' 
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On obtient ainsi deux intégrales de (2') 

^iTju = const., 
^^ut — ^Tw^fi, = const. 

On peut obtenir ces intégrales en différentiant les équåtions du 
mouvement du centre de gra vite: 

Sw^rTji = t^yu + const, 

^l/u = const. 

Si Ton fait tourner la solution (5) d'un angle w autour de Taxe 
des Z9 on 9btient une autre solution: 



Xn = ^,1 cos O) — j?2j sm O) , 



1^1 



f>U COS 01 fP2< SID 0>, 



rr.2, = ^](Sin(o + fj>2iCOSo>, 



^ = p[i sin Q) + p'^i COS (O , 



^'Sl f^8M 






9%i 



En regardant o» comme infiniment petit, on trouve comme solution 
de (2') 



f« = 



rr 



10 



72i = Vm 



3i 



78i 



O, 



dou rintégrale de (2') 



2r,(a;„J7„ — y,(^„ — a;„;yu + yj,^,,) = const. 
quc Ton pouvait obtenir aussi en différentiant Tintégrale des aires.^e (i') 

■ 5r(a;„y,i — a;„y„) = const. 

■ » • 

Supposons maintenant que la fonction V soit homogéne et de;degré 
— I par rapport aux x ce qui est le cas de la nature. 

Les équåtions (i') ne changeront pas quand on multipliera t par A^ 
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les X par A' et les y par A \ A étant iine constante quelcoiique. De la 
solution (4) on déduira donc la soliition suivante: 

Si l'on regarde A comme tres voisin de l'unité, on obtiendra coinme 
solution des équations (2') 

^ki = '^Vki — Wkiy 7i< '-^ — ^^^i9'ki — 3w^^j?;;, 

ou 

/^\ ^ ±Vki xdV 

(6) f,, = 2^,, - it •-- , 7, = - >,,, -^t^^^> 

m 

d*ou rintégrale suivante des équations (2'), laquclle, a la diflférence de 
celles que nous avons envisagées jusqu'ici, ne peut étre obtenue en diffé- 
rentiant une intcgrale connue des équations (i'): 



£(=.,„., + *,A) = 3{I(^'^'-^,M 



+ const. 



§ 6. Défiiiition des Invariants Intégraux. 

Considérons un systénie d'équations différentielles: 

dt ''^ ^^" 

X, étant une fonction donnée de x-^ , x.^, . . . , .c„. Si lon a: 

/^X^, , x.^^ ., , , X,) r :-- const., 

cette relation s'appelle une intcgrale des équations données. Le premier 

inembre de cette relation peut s'appeler un invariant pniscpfil n'est pas 

altéré quand on augmente les Xi d^accroissenients infininient petits (h\ 

coinpatibles avec les équations différentielles. 

Soit inaintenant 

r' r' r' 
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une autre solution des inéines équations ditférentielles, de tclle fa9on que 
Ton ait: 

X[ étant unc fonctioii forinée avec x[ , x', , . . . , a;l comine Xt Tétait avcc 

Il pourra se faire qu'on ait entré Ics 2w quantités x et x\ une 
relation: 

Le premier meiribre F^ pourra encore s'appeler un invariant de nos équa- 
tions différentielles, mais au lieu de dépendre d'une seule solution de ces 
équations, il dépendra de deux solutions. 

•On peut supposer que x^^x^j . . . ^ x^ représentent les coordonnées 
d*un point dans Tespace a n dimensions et que les équations diflférentielles 
données définissent la -loi du mouvement de ce point. Si Ton considére 
deux solutions de ces équations, on aura deux points mobiles différents, 
se mouvant d'aprés une méme loi définie par nos équations diflférentielles. 
LMnvariant F^ sera aloi:s une fonction des coordonnées de ces deux points, 
qui dans le mouvement de ces deux points conservera sa valeur initiale. 

On pourrait évidemment de méme, au lieu de deux points mobiles, 
en envisager trois ou méme un plus grand nombre. 

Supposons maintenant que Ton considére une infinité de points mo- 
biles et que les positions initiales de ces points förment un certain are 
de courbe C dans Tespace a n dimensions. 

Quand on se donne la position initiale d'un point mobile et les 
équations diflférentielles qui définissent la loi de son mouvement, la po- 
sition du point a un instant quelconque se trouve entiérement déterminée. 

Si donc nous savons que nos points mobiles, en nombre infini, förment 
a Forigine des temps un are C, nous coimaitrons leurs positions a un 
instant t quelconque et nous verrons que les points mobiles a Tinstant t 
förment dans Tespace a n dimensions un nouvel are de courbe C. Nous 
sommes donc en présence d'un are de courbe qui se déplace en se dé- 
formant parce que ses diflférents points se meuvent conformément a la 
loi définie par les équations diflérentielles données. 
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Supposons mairitenant que dans ce déplacement et cette deformation 
Tintégrale sui vante: 

f{Y,dx^ + Y,dx., + . . . + Y„dx„) ==fi:Y,dx, 

(oii les Y sont des fonctions données des x et qui est étendue a tout 
Tarc de eourbe) ne change pas de valeun Cette intégrale sera encore 
pour nos équations différentielles un invariant, dépendant non plus d'un, 
de deux ou de trois, mais d'une infinité de points mobiles. Pour indiquer 
quelle en est la forme, je Tappellerai un invariant integral. 

De ménie on pourrait imaginer qu'une intégrale de la forme: 



J yjYY^,dx,dx,, 



étendue ä tout Tarc de eourbe, demeure invariable; ce serait encore un 
invariant integral. 

On peut imaginer également des invariants intégraux qui soient 
definis par des intégrales doubles ou multiples. 

• Imaginons qu'on considére un iiuide en mouvement permanent et 
de telle sorte que les trois composantcs X, y,*Z de la vitesse d'unc 
molécule quelconque soient des fonctions données des trois coordonnées 
X y y j z de cette molécule. Alors on pourra dire que la loi du mouve- 
ment d'une quelconque des molécules du fluide est définie par les équa- 
tions différentielles: 

^ ^ X ^=F — = Z 

dt dt dt 

On sait que Téquation aux dérivées partielies 

tjX cnr cZ/ _ 
dx dy dz 

exprime que le fluide est incompressible. Supposons donc que les fonc- 
tions X , F , Z satisfassent a cette équation et considérons un ensemble 
de molécules occupant a Torigine des temps un certain volume. Les 

• 

molécules se déplaceront, mais, en vertu de rincompressibilité du fluide 
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le volume quelles occuperont demeurera invariable. En d^autres termes 
le volume, c^est ä dire Tintégrale triple: 



JJTdxdydi 



sera un invariant integral. Plus généralement si Ton envisage les équations: 

dxi v 

dt 

et que Ton ait la relation: 

dXi 

Tintégrale d'ordre n 

fdx^dx^ . . . dx 



^r^ dXi 



que je continuerai a appeler le volume, sera un invariant integral. 

Cest ee qui arrivera en particulier pour les équations générales de 
la dynamique; car si Ton considére ces équations: 

dxi dF difi dF 

dt dy i dt dXi 

il est aisé de voir que 



.^^ dxi ^^ difi 



= O, 



Mais en ee qui concerne ces équations générales de la dynamique, il y a 
outre le volume, un autre invariant integral qui nous sera encore plus 
utile. Nous avons vu en eflfet que: 

Cela traduit dans notre nouveau langage signifie que IMntégrale double 

JfTidx.dy^ 

est un invariant integral, ainsi que je le démontrerai plus loin. 

Pour exprimer ce resultat d'une autre maniére, prenons le oas du 
probléme des n corps. 
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Nous rcprésenterons la situation du systénie des n corps par la po- 
sition ^e in points dans un plan. Le premier point aura pour abscisse 
Vx du premier corps et pour ordonnée la projection sur Taxe des x de 
la quantité de mouvement de ee corps; le second point nura pour abscisse 
Vy de ce méme corps et pour ordonnée la projection sur laxe des y de 
sa quantité de mouvement et ainsi de suite. 

Imaginons une double infinité de situations initiales du systeme. 
A chacune d^elles correspond une position de nos 3n points et si Ton 
considére lensemble de ces situations, on verra que ces 3» points rem- 
plissent ^n aires planes. ■» 

Si maintenant le systeme se déplace conformément ä la loi de Tat- 
tractiön, les ^n points qui reprcsentent sa situation vont aussi se déplacer; 
les 3n aires planes que je viens de dcfinir vont donc se déformer, mais 
leur somnie demeurera constante. 

Le théoréme sur la conservation du volume n*est qu'uBe conséquence 
de celui qui précéde. 

Il y a dans le cas du problémc des 71 corps, un autre invariant 
integral sur lequol je veux attirer Tattention. 

Considérons une simple infinité de positions initiales du systeme 
formant un are de courbe dans Tespace a 6n dimensions. Soient C^ et 
(J^ les valeurs de la constante des forces vives aux deux extrémités de 
cet are. Je démontrerai plus loin que Tcxpression 



/ 



T{2a\(ly, + y,dx^ + 3(6, — C^)t 



(ou rintégrale est étendue ä Tarc de courbe tout entier ^t ou le tömps 
n'entre plus si C^ = C^) est encore un invariant integral; on peut 
d*ailleurs en déduire aisément les autres invariants intégraux dont il a 
été question plus haut. 

Nous dirons qu'un invariant integral est du i" ordre, du 2^, ordre, 
. . . . ou du n* ordre seloii qu'il sera une intégrale simple, double, .... 
ou d*ordre n. 

Parmi les invariants intégraux nous distinguerons les mvariants po- 
sitifs que nous définirons comme il suit. 

[/invariant intéc^ral d^ordre n 

o 

/ M<iX(lx . . . d'X„ 



§ 6. 
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sera un invariant positif dans un certain domaine, si;M est une fonction 
de x^ , x^ y . . . y x^ qui reste positive, finie et uniforme dans ce domaine. 
• Il me reste a démontrer les divers resultats que je viens d'énoncer; 
cette demonstration peut se faire par un calcul tres simple. 
Soit: 



(I) 



dx 



<it 



^=^P 



dx^ 
di 



x„ 



• • • 



dx„ 
dt 



un systéme d'équations diflférentielles ou X, , X^ , . . . , X„ sont des fonc* 
tions de x^ j x^ ^ . . . , x^ telles que: 



(2) 



rfZ^ (Z^ dXn _ 

dx. dx^ T • • • ~ ^^^ 



Soit une solution de ce systéme d'équations dépendant de n constantes 
arbitraires: 



^1 > ^3 > • • • > ^n» 



Cette solution écrira: 






^« = 9n{ty a, , a^, .. . , fltn)- 



Il sagit de démontrer que Tintégrale 

J =fdx^dx^ . . . dx„ = fAda^da^ . . .da, 



oii 



A = 



dx, dx. 



dx. 



da^ 


da^ 


da^ 


dx^ 


dx^ 


dXn 


da^ 


da^ 


•• da. 


dx; 


dx^ 


dXn 


dan 


dan 


dan 



est une constante. 

Äeta mathtmatica. 18. 



Imprlmé le 7 jaillet 1890. 
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On a en effet: 



dJ_ fl 
dt - j 



dt 



da^da^ , , . da^ 



et 

-^•= Aj + A^ + ... + A„, 

A^ étant le déterminant A dans la k^ colonne duquel t)n a remplacé: 

dxjt dxt dxt 



par 



da^ ' da^ > • • • ' ^^^ 



d*xt d*xt d^xt 



da.dt ' da^dt ' ' " ' dandt 



Mais on a 






d^oii: 



d*ar4 dXtdx^ ^^ dX^dx^ dX^dxn 

duidt dx^ dui dx^ dui ' * ' dxn dat 

On déduit de la: 

A. = A 



dX, 



dxt 



d'ou 



dJ 



'^^ =/(A, + Aj + . . . + A,)r/a,f/a, . . . rfa„ 

-/C-f +§+■■■+ S)^^'.''»' ■ • ■ '''■ - °- • 

c. Q. F. D. 

Supposons maintenant qu'au lieu de la relation (2) nous ayons: 

dMX dMX dMX„ 

\^ ) ^tT" + "TTT- + • • • + -TjT- = O, 



d^, t/ajg da*. 



M étant une fonction quelconque de u\ , .r.^ , . . . , j',,. 
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Je dis que 

J ^=zjMdx^dx^ . . • dx^ = Tjf Arfttjrfa, . . . da^ 

est une constante. 
On a en eflfet: 



dJ 
dt 



=f{^ ^ "^ ^y ^«i^«3 • • • ^«- 



Il fa ut montrer que: 



. dM , ,^dA 



On a en effet (en vertu des équations (i)) 

dM dM ^ d3f I Y <^^ 

"di" - -^1 d^ + ^« d^ + • • • + ^-di: 

et (d'apré8 ce que nous venons de voir): 

dA 



dt 

t 

Il vient donc: 



-M§+g=+--+s) 



. dM , ,,dA ^ /dMX, , dMX, , , dMX„\ 

c. Q. F. D. 

Passons maintenant aux équations de lu dynatnique. 
Soient les équations 

, , dzi dF dvi dF 

i') dt-d^: dt --di,- 

Soit une solution contenant deux constantes arbitraires a et ^ et 
8'écrivant: 
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Je dis que: 



est une constante. 

Il vient en effet: 



dJ_ ^y^ / d^Xj dtji d^^ifi dxj d*Xi dyi d*yi dxÄ ^ ,^ 

dt ~J 2^ \dtda dfi "^ didpda dtd^da dtdadfi) ^ "' 



Il vient ensuite: 



d^Xi __ V ^*^ dxk ^ d*F dy t 
dt da ^t dyidxtda ^i dyidy^da 

d*Zi _ ^ d^F dxt ^ d^F dy t 
dtdfi ^t dytdxjtdfi ^t dytdy^dfi 

d*yi _ ^ d*F dxt ^ d*F dyt 
dt da ^k dxidxtda ^^^ dxidy^da 

d^yi ^ d^F dxt ^ d*F dyt 

dt dfi ^ k dxi dxk d/9 ^ t dxi dy^ dfi 

On conclut de lä que: 

2L \dt da d^ dt da dfi 

/ d*F dxkdyi d^F dy ^ dy i d*F dx^dxi d^F dxidyt\ 

\dyidxtda rf/9 dyidy^da rf/9 dxidx^da d/9 dxidy^d^ da) 

Le second membre ne change pas quand on pennute pe et /9, on a done: 

Y^ / d^Xj dyu __ d*yi dxA __ y^ / d^Xj rfy< _^ rf'y< dxÄ 
2^\dtdadp dtdadfi) ^ Z^\dtdfida dtd^daj 

Cette égalité expriihe que la quantité sous le signe J dans Vex- 
pression de ■t7 est nulle et par conséquent que 




dt 



dJ 

rf7 = ^- 



C. Q. F. a . 
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Il me reste a envisager le dernier des invariants intégraux qui se 
présente dans le cas du probléme des n corps. 

Reprenons les équations de la dynamique, mais en posant: 

F = T + U, 

T ne dependant que. des y et U des x seuleraent. De plus T est homogéne 
de degré 2 et U homogéne de degré — i. 
Prenons une solution 

rr, = jp,(<, a), Pi = ^i{t y a) 

ne dependant que d'une seule constante arbitraire a. 
Considérons Tintégrale simple: 

Cj et Cq étant les valeurs constantes de la fonction F aux extrémités 
de Vare le long duquel on intégre. 
Il vient: 



^T=/I( 



dxidyi , dytdxi , ^^ ^^Vi % ^'^« 
dt da 



, di/idzi , dyi , d^Xi\, , /^ ^\ 



Il vient: 

dxi^^dF^dT dyt _^ dU 

dt dy i dy i dt dxi 

d^Xi ^^ d*T dy i d^yi ^^ d^V dxjt 

dtda ^k dyidykda ' dtda ^t dxidx^da 

d'ou 

dJ _ rvV/ ^^J_ d'3' dy t dXjdU d'U dzt\_, 

dt~J2^2^Vdy,da'^^*dytdy,da da dx, ^^'d^id^d^r" "*" 3^^'~^»)- 

Mais en vertu du théoréme des fonctions homogénes on a: 

^ d^T _dT ^ d^U dU 

^ i ^* dy i dy t ~" dyj^^ Z-^ , * dXi dx^ ~ dxk ' 
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doii 



OU 



dJ 



7t = 3/(rfr + dU) + 3(6'. - c;). 

Or d^apréfcj la definition de C^ et C^ on a 

C\ — C\ = fdF =f{dT + dU). 

Il vient donc 

dJ 



C. Q. F. D. 



§ 7. Frafufformation des Invariants intégrana^. 

Reprenons noB équations différeiitielles 

^/ rfT ~ >' df ~ ^' • ' • ' df ~ ' 

et supposons que Ton ait 

djMX,) , rf(MX,) , J(AfZ^ 

(=') -^f:^ + ^^:^ + • • . + -^i^ = o, 

de telle sorte que Tintégrale d'ordre n 



J — jMdx^ dx^ . . . dx„ 



soit un invariant integral. 

Changeons de variables en posant: 



(3) 
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et appelons A le déterininant fonctionnel des n fonctions ^ par rapport 
aux n variables z. ' 

Nous aurons apres le changement de variables: 

Si Tinvariant J était positif avant le changement de variables, il restera 
positif apres ce changement, pourvu que A soit toujours positif, fini et 
uniforme. 

Comrae en permutant deux des variables Zy on change le signe de 
A, il nous sufiPira de supposer que A est toujours de méme signe ou 
qu'il ne s^annule jamais. Il devra de plus étre tdujours fini et uniforme. 
Cela arrivera si le changement de variables (3) est doublement univoque, 
c'est a dire si dans le domaine considéré les x sont fonctions uniformes 
des z et les z fonctions uniformes des x. 

Ainsi apres un changement de variables doublement univoque, les 
invariants positifs restent positifs. 

Voici un cas particulier intéressant: 

Supposons que Ton connaisse une intégrale des équations (i) 

• 

F{x^ , a:, , . . . , ir,) = C. 

Prenons pour variables nouvelles z„ == C d'une part et d'autre part n — i 
autres variables -8^, , ^^ , ..., ^«-i- H arrivera souvent qu'on pourra choisir 
^i > ^2 j • • • > ^n-\ de telle sorte que ce changement de variables soit double- 
ment univoque dans le domaine considéré. 

Apres le changement de variables, les équations (i) deviendront: 

/ .\ «^«i _ ^ dz^ „ dZn^l ^ dZn ^ 

Zj , Zj , . . . , Z„_i étant des fonctions connues åe z^, z^, . . . y z^. Si Ton 
regarde la constante C ^=^ z^ comme une donnée de la question, les équa- 
tions sont réduites a Tordre n — i et s'écrivent: 

les fonctions Z ne dépendant plus que de z^y z^j . , . y z^_i puisque z^ y 
a été remplacé par sa valeur numérique. 
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Si les équations (i) admettent un invariant positif 

m 

fMdx^dx^ . . . dx^, 
les équations (4) admettront également un invariant positif: 

J =Jfidz^dz^ . . . dz^_^dz^. 

Je dis maintenant que les équations (4') qui sont d^ordre n — i 
admettent également un invariant integral positif qui devra étre d'ordre 
n — I. 

En efifet, dire que J est un invariant integral c'est dire que 

ou puisque Z„ est nul, 

dz, "^ dz^ i- • • • -t- ^^^ ^ - o, 
ce qui prouve que l'intégrale d*ordre n — i 

Jfjdz^dz^ . . . dz^^i 

est un invariant pour les équations (4'). 

Jusqu ici nous avons fait porter les changements de variables sur 
les fonctions inconnues :r, , rr^ , . . . , rr„ , mais nous avons conservé le temps 
t qui est notre variable indépendante. Nous allons supposer maintenant 
que Ton pose: 

et que nous prenions t^ comme nouvelle variable indépendante. 
I-ies équations (i) deviennent alors: 

(5) P=^' = ^'t = ^*tk- 



1 "^i 



Si les équations (1) ont un invariant integral d*ordre n 

J Mdx^ da\^ . . . dx^ 
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an devra avoir 

ce qui peut s'écrire 

Cela montre que 



/ 



Mjp-dx^dx^ . . .dx, 



est un invariant integral pour les équations (5). 

Pour que cette transformation puisse étre utile, il faut que t et t^ 

soient lies de telle sorte que -^ puisse étre regardé comme une fonction 

connue, finie, continue et uniforme de rr^ , cc, , . . . , a;„. 

Supposons par exemple que nous prenions pour nouvelle variable 
indépendante: 

^n = ^• 



Il vient alors 



dt, _ 



et les équations (5) 8'écrivent 



d«, _ X, d«, Z, dXn-\ Zn-l dXn _ 

dt, ~ Xn' dt, ""X/ • • • ' dt, '^ Xn' dt, "" ' 

et elles admettent comme invariant integral: 

jMX^dXidx^ . . . dx^. 
De méme si nous prenons pour nouvelle variable indépendante: 

étant une fonction quelconque de rr^ , rr^ , . . . , x^j le nouvel invariant 
integral sécrira: 

Äcta mathemoHoa. 18. Ixnprimé le 8 jaillet 1890. 9 
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Il est ä remarquer que la forme et la signification d'un invariant integral 
est beaucoup plus profondéinent modifiée quand on change la variable 
indépendante appelée temps que quand le changement de variables porte 
seulement sur les fonctions inconnues rr^ , a:^ , . . . , ^„, car alors leg lois 
du mouvement du point représentatif P se trouvent complétement trans- 
forniées. 

Supposons n = 3 et regardons x^ , x^ , x^^ comme les coordonnées 
d'un point F dans Tespace. L'équation: 

representera une surface. Considérons une portion quelconque de cette 
surface et appelons S cette portion de surface. 

Je supposerai qu^en tous les points de S on n 

Il en résulte que la portion de surface S n*est tangente a aucune tra- 
jectoire. Je dirai alors que S est une surface sans contact. 

Soit Pq un point de S; par ce point passé une trajectoire. Si cette 
trajectoire prolongée vient recouper S en un point Pp je dirai que P^ 
est le conséqtient de P^. A son tour P^ peut avoir un conséquent P, 
que j'appellerai le second conséquent de P^ et ainsi de suite. 

Si on considére une courbe C tracée sur Sy les n" conséquents des 
divers points de cette courbe formeront une autre courbe C" que j'appel- 
lerai la n* conséque7ite de C On définirait de la méme fa^on Taire qui 
est n^ conséquente d'une aire donnée faisant partie de S. 

Cela pose, soit une portion de surface sans contact >S ayant pour 
équation = o\ soit C une courbe fermée tracée sur cette surface et 
liuiitant une aire A] soient C et A' les premiéres conséquentes, (7* et 
-4" les w" conséquentes de C et de ^. 

Par chacun des points de C passé une trajectoire que je prolonge 
depuis sa rencontre avec C jusqua sa rencontre avec (7. L'ensemble de 
ces trajectoires formera une surface trajectoire T. 

Je congidére le volume V limité pat la surface trajectoire T et par 
les deux airés A et A\ Supposons qu'il y ait un invariant positif 



I 
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ff r 
J'étend6 cet invariant au volume V et j^écris que -zj est nul. 

Soit do) un element de la surface S. Menons la normale ä cet ele- 
ment, prenons sur cette normale une longueur infiniment petite (2n. Soit 

+ -z-dn la valeur de k lextrémité de cette longueur. Si Ton a 

mené la normale dans le sens deé croissants, on aura 



Posons: 



dO 
-T~> o. 



dB _^d9 ^ ^^Ö ir 

— dé — =^' 

dn 



on. aura alors 



dJ 



= fMHdo) —fMHdw, 



dt 

Ä' 



la premiére intégrale étant étendue a Taire Ä' et la seconde a Taire A. 
LMntégrale 

fMHdo} 

conserve la méme valeur qu'on Tétende a laire ^, ou ä* Ä\ ou par 
conséquent a A". Cest donc un invariant integral d'une nature parti- 
culiére qui conserve la méme valeur pour une aire quelconque ou pour 
Tune de ses conséquentes. 

Cet invariant est d'ailleurs positif, car par hypothései M , H et par 
cotaséquent ME sont positifs. 



% 8. Usage des invariants intégrauoc. 

Ce qui fait Tintérét des invariants intégraux, ce sont les théorémes 
suivants dont nous ferons un fréquent usage. 

Nous avons défini plus haut la stabilité en disant que le point 
mobile P doit rester a distance finie; on Tentend quelquefois dans un 
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autre sens. Pour qu'il y ait stabilité, il faut que le point P revienne 
au bout d'un temps sufiisamment long sinon a sa position initiale, du 
moins dans une position aussi voisine que Ton veut de cette position 
initiale. 

Cest dans ce dernier sens que Poisson entendait la stabilité. Lors- 
qu'il a démontré que, si Ton tient compte des secondes puissances des 
masses, les grands axes des orbites demeurent invariables, il s*est seule- 
inent attaché ä établir que les développements de ces grands axes en 
series ne contiennent que des termes périodiques de la forme sinaf ou 
eosa<, ou des termes mixtes de la forme ^ sin af ou < cosa^, sans contenir 
aucun terrae séculaire de la forme t ou t^. Cela ne sigriifie pas que les 
grands axes ne peuvent jamais dépasser une certaine va le ur, car un terme 
mixte tcosat peut croltre au dela de toute limite; cela veut dire seule- ' 
ment que les grands axes repasseront une infinité de fois par leur va- 
leur primitive. 

La stabilité, au sens de Poisson, peut-elle appartenir ä toutes les 
Solutions? Poisson ne le croyait pas, car sa demonstration suppose ex- 
pressément que les moyens mouvements ne sont pas commensurables; 
elle ne s'applique donc pas quelles que soient lea conditions initiales du 
mouvement. 

L'existence des solutions asymptotiques, que nous établirons plus loin, 
raontre sufiRsamment que si la position initiale du point P est convenable- 
ment choisie, ce point P ne repassera pas une infinité de fois aussi prés 
que Ton voudra de cette position initiale. 

Mais je me propose d*établir que, dans un des cas particuliers du 
problem e des trois corps, on peut choisir la position initiale du point P (et 
cela d'une infinité de maniéres) de telle fa^on que ce point P repasse 
une infinité de fois aussi prés que Ton voudra de sa position initiale. 

En d'autres termes, il y aura une infinité de solutions particuliéres 
du probléme qui ne jouiront pas de la stabilité au second sens du mot, 
c'est a dire au sens de Poisson; mais il y en aura une infinité qui en 
jouiront. J'ajouterai que les premiéres peuvent étre regardées comme 
exceptionnelles et je chercherai plus loin a faire comprendre le sens 
precis que j'attache ä ce mot. 

Supposons n = 3 et imaginons que x^ , x^y x^ represen tent les coor- 
données d'un point P dans Tespace. 
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Théoréme I. Supposons que le point P reste a distance finie^ et que 

le volurae jdx^dx^dx^ soit un invariant integral; si Ton considére une 

region r^ quelconque, quelque petite que soit cette region, il y aura des 
trajectoires qui la traverseront une infinité de fois. 

En efiFet le point P restant ä distance finie, ne sortira jamais d'une 
region liinitée R. J'appelle V le volume de cette region 2J. 

Imaginons maintenant une region tres petite r^,, j'appelle v le volume 
de cette region. Par chacun des points de i\ passé une trajectoire que 
Ton peut regårder corame parcourue par un point mobile suivant la loi 
définie par nos équations dififérentielles. Considérons donc une infinité de 
points mobiles remplissant au temps o la region r^ et se mouvant en- 
suite conformément ä cette loi. Au temps r ils rempliront une certaine 
region r^, au temps 2r une region r^, etc. au temps nr une region r„. 
Je puis supposer que' r est assez grand et i\ assez petit po ur que r^ et 
rj n'aient aucun point commun. 

Le volume étant un invariant integral, ces diverses regions ^o^^i» 
. . . , r„ auront méme volume v. Si ces regions n'avaient aucun point 
commun, le volume total serait plus grand que nv\ mais d'autre part 
toutes ces regions sont intérieures ä 22, le volume total est donc plus 

petit que F. Si donc on a: 

V 
w > — , 

il fa ut que deux au moins de nos regions aient une partie commune. 
Soient r^ et r^ ces deux regions {q > jp). Si r^ et r^ ont une partie 
commune, il est clair que r^ et r^_^ devront avoir une partie commune. 
Plus généralement, si on ne pouvait trouver k regions ayant une 
partie commune, aucun point de Tespace ne pourrait appartenir ä plus 
de Ä — I des regions r^ , Tj , . . . , r„. Le volume total .occupé par ces 

regions serait donc plus grande que , . Si donc on a 

/I N^ 

il faut que Ton puisse trouver k regions ayant une partie commune. 
Soient: 

^Pi > ^p» ' • • • > ^j»» 
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ces regions. Alors 

aurorit aussi une partie commune. 

Mais reprenons la question a un autre point de vue. Par analogie 
avec la nomenclature du paragraphe précédent nous conviendrons de dire 
que la region r„ est la n° conséquente de r^ et que r^ est la n" anté- 
cédente de r„. 

Supposons alors que /^ soit la premiére des conséquentes successives 
de r^ qui ait une partie commune avec r^. Soit ri cette partie com- 
mune; soit Sq la p^ antécédente de r^ qui fera aussi partie de r^ puisque 
sa jp® conséquente fait partie de r^. 

Soit ensuite r^^ la premiére des conséquentes de r'^ qui ait une partie 
commune avec rj; soit rj' cette partie commune; §a p\ antécédente fera 
partie de rj et par conséquent de r^, et sa ^ + p\ antécédente que j'ap- 
pellerai s^ fera partie de Sq et par conséquent de r^, 

Ainsi 6o' fera partie de r^ ainsi que ses p® et p + p\ conséquentes. 

Et ainsi de suite. 

Avec ri' nous forraerons ri" comme nous avons formé r^' avec rj 
et ri avec '}\\ nous formerons ensuite C , . . . , r J , . . . . 

Je supposerai que la premiére des conséquentes successives de rl qui 
ait une partie commune avec rj soit celle d^ordre j>„. 

J'appellerai ^l Tantécédente dordre jt? + i?i + 1>3 + ••• ^i^«-i ^^ ^o- 

Alors si fera partie de r^ ainsi que ses n conséquentes d'ordre: 

PjP+Vi y P + Pl + P^^ '", P + Pi + i>3 + . . . + Pn-l' 

De plus sJ fera partie de sl~^ , Sq"^ de So~^ , . . . . 

Il y aura alors des points qui appartiendront ä la fois aux regions 

''o j ^0 j ^o' j • • • ) **o ^ ^ö^S • • • ad- ir^f- L'ensemble de ces points formera 

une region a qui pourra d'ailleurs se réduire a un ou a plusieurs points. 

Alors la region tr fera partie de r^ ainsi que ses conséquentes d'ordre 

P,P+ Pn '"yP + Pl + '"+ Pn^P + Pi+ *'* + Pn+ Pn^^ , • • • »d. inf. 

En d'autres termes, toute trajectoire issue d'un des points de a tra- 

versera une infinité de fois la region i\. 

C. Q. F. D. 
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CoroUaire. Il résulte de ce qui précéde qu'il existe une infinité de 
trajectoires qui traversent une infinité de fois la region r^; mais il peut 
en exister d^autres qui ne traversent cette region qu'un nombre fini de 
fois. Je me propose maintenant d'expliquer pourquoi ces derniéres tra- 
jectoires peuvent étre regardées coinnie exceptionnelles. 

Cette expression n^ayant par elle-méme aucun sens precis, je suis 
obligé d'abord d'en compléter la definition. • 

Nous conviendrons de dire que la probabilité pour que la position 
initiale du point inobile P appartienne ä une certaine region r^ est a la 
probabilité pour que cette position initiale appartienne ä une autre region 
rj dans le méme rapport que le volume de r^ au volume de rj. 

Les probabilités étant ainsi définies, je me propose d'établir que la 
probabilité pour qu*une trajectoire issue d'un point de r^ ne traverse pas 
cette region plus de k fois est nuUe, quelque grand que soit k et quelque 
petite que soit la region r^. Cest la ce que j'entends quand je dis que 
les trajectoires qui ne traversent r^ qu*un nombre fini de fois sont ex- 
ceptionnelles. 

Je suppose que la position initiale du point P appartienne a r^ et 
je me propose de calculer la probabilité pour que la trajectoire issue de 
ce point ne traverse pas k + i fois la region r^ depuis Tépoque o jusqu'a 
répoque nr. - 

Nous avons vu que si le volume v de r^ est tel que: 



kV 
n> — 

v 



on pourra trouver k + i regions que j'appellerai 



'O > ^aj > ^Oa > • • • > '( 



tik 



et qui auront une partie commune. Soit s^^ cette partie commune, soit 
s^ son antécédente d'ordre a^; et désignons par s^ la p^ conséquente de s^. 

Je dis que si la position initiale du point P appartient a 5^, la tra- 
jectoire issue de ce point traversera k + i fois au moins la region r^ 
entré Tépoque o et Tépoque wr. 

En effet le point mobile qui décrit cette trajectoire se trouvera ä 
répoque o dans la region 5^, a Tépoque j?r dans la region 5^, a Tépoque 
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nr dans. la region s^. Il tra versera donc nécessairement, entré les époques 
o et nr, les regions suivantes: 

Or je dis que toutes ces regions font partie de r^. En eflfet 8^^ fait partie 
de r^ par definition; s^ fait partie de r^ parce que sa aj conséquente 
's^ fait partie de r^, et en general s^^_^ fera partie de r^ parce que 
sa a* conséquente 5^ fait partie de r^ . 

Donc le point mobile tra versera ft + i fois au moins la region r^. 

C. Q. F. D 

Soit maintenant tr^ la portion de r^ qui n'appartient ni a 5^, ni a 
aucune region analogue, de telle fa9on que les trajectoires issues des 
divers points de a^ ne traversent pas la region r^ au moins k + i fois 
entré les époques o et nr. Soit w le volume de ö-^. 

La probabilité cherchée, c'est ä dire la probabilité pour que notre 
trajectoire ne traverse pas k + i fois r^ entré ces deux époques sera 

alors -. 
v 

Or par typothése aucune trajectoire issue de a^ ne traverse k + i 
fois r^ ni a fortiori a^ entré ces deux époques. On a donc: 

kV 
w < — 

n 

et notre probabilité sera plus petite que 

kV 

nv 

Quelque grand que soit ft, quelque petit que soit v, on pourra toujours 
prendre n assez grand pour que cette expression soit aussi petite que 
nous le voudrons. Donc il y a une probabilité nulle pour que notre 
trajectoire, que nous savons issue d'un point de r^, ne traverse pas cette 
region plus de k fois depuis Tépoque o jusqu'ä Tépoque + eo. 

C. Q. F. a 

» 

Extension du théoréme i. Nous avons supposé: 
i« que w = 3, 
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2^ quc le volume est un invariant integral, 
3° que le point P est assujctti a rester a distance finie. 
Le théoréme est encore vrai si le volume n'est pas un invariant 
integral, pourvu qu'il oxiste un invariant positif quelconque: 

Il est encore vrai si n > 3, s'il existe un invariant positif: 

jMdx^ dx^ . . . dx^ 

et si rr, , ^Tj , . . . , a^^, coordonnées. du point P dans Vespace a n dimen- 
sions, sont assujetties ä rester finies. 

Mais il y a plus. 

Supposons que iCj , a^^ , . . . , a;„ ne soient plus assujetties a rester finies, 
mais que Tinvariant integral positif 

jMdx^ dx^ . . . dx^ 

étendu ä Tespace a n dimensions tout entier ait une valeur finie. Le 
théoréme sera encore vrai. 

Voici un cas qui se presentera plus fréquemment. 

Supposons que Ton connaisse une intégrale des équations (i) 

F(rr, , x^ j . . . , x„) = const. 

Si F = const. est Téquation générale d'un systéme de surfaces fermées 
dans Tespace a n dimensions, si en d'autres termes F est une fonction 
uniforme qui devient infinie quand une quelconque des variables x^ , x^, 
. . . y x^ cesse d'étre finie, il est clair qu« a?, , ir^, ..., rr„ resteront toujours 
finies, puisque F conserve une valeur constante finie; on se trouve .donc 
dans les conditions de Ténoncé du théoréme. 

Mais supposons que les surfaces F = const. ne soient pas fermées; 
il pourra se faire néanmoins que Tinvariant integral positif 

jMdx^ dx^ . . . dx^ 

étendu a tous les systémes de valeurs des x tels que: 

6\ < i^ < C^ 
ait une valeur finie; le théoréme sera encore vrai.. 

Aetm mathtmatiem, 18. Imprimé le 2 aoOt 1890. \Q 
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Cest cc qui urrive en particulicr dans le eus suivunt. 

M. Hill dans sa théorie de la lune a négligé dans une preiniére 
approximation la parallaxe du soleil, rexoentricité du soleil et Tincli- 
naison des orbites; il est ainsi arrivé aux équations suivantes: 



dt ^ ' 


dx . , 

ät - ^"^ - 


dy 

it. - y ' 


-YT 2)1' X 

dt 



,y 



3»» 



••). 



IMI 



v'(«' + yy 



-■ 9 



qui adinettent Tintégrale: 



F = "^l+Jl .Ji _ 3 ^.^^^ _ const. 



et Tinvariant integral 



y/x' + y* 2 



Jdxdydx'dy'. 



Si Ton regarde x ^y ^ x* et y' comme les eoordonnées d'un point 
dans Tespace a 4 dimensions, Téquation i^=const. représente un systcme 
de surfaces qui ne sont pas fermées. Mais IMnvariant integral étendu a 
tous les points compris entré deux de ces surfaces est fini, comme nous 
allons le montrer. 

Le théoréme I est donc encore vrai; c'est a dire quMl existe des 
trajectoires qui traversent une infinité de fois toute region de Tespace a 
4 dimensions, quelque petite que soit cette region. 

Soit donc a calculer Tintégrale quadruple 

J = fdx dy dx'dy'y 

cette intégrale étant étendue ä tous les systémes de valeurs tels que 

G,<F< C\. 

Changeons de variables et transformons notre intégrale quadruple, en 
posant: 

x/ = cos ^ y/2ry y* = sin j^ ^/2r, 

rr=^cosö), y = ps\na); 
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cettc intégnile dcvient: 

J = \ p dp dr d(o dip 
et il vient d'autrc part: 

p 2 ^ 

Nou8 devons in/égrer d'abord par rapport a jr cnfrc les liinites o et 2;r, 
cc qui doiine: 

J ~ 27rJpdpdrd(o 

et rintégration doit étrc étendue a .tous les systomcs de valeurs de /> , r 
et O) qui satisfont aux inégalités: 

r > o , r>C\ +- + 1 n'^p^ cos^ ö>, 

CO ' ' . 

^ p 2 * 

De ces inégalités on peut déduire la sui vante: 

CV+- + -»'V'cos%£> >o. 
^ p 2 ^ 

Regardons p et w comme les coordonnées polaires d'un point et construi- 
sons la courbe 

n +/:f + 3^'2^'cos'ö> = o. 

I 2 

Nous verrons que si C^ est plus petit que (9w'/£)^ cettc courbe se 

conipose d'une ovale ferinée située tout entiére a Tintérieur du cercle 






et de deux branches infinies situées tout entiéres a 1'extérieur de ce cercle. 

Le lecteur fera facilement cette construction ; s'il y éprouvait quelque 
diiFiculté, je le renverrais au ménioire original de M. Hill dans le toine 
I de rAinerican Journal of Mathematics. 

M. Hill conclut de lä que si le point /? , ö> est a Torigine des temps 
a rintérieur de cette ovale fermée, il y restera toujours; que par consé- 
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quent p restera toujours plus petit que iV-^. Alnsi si Ton néglige«it 

la parallaxe du soleil, son exccntricité et les inclinaisons, il serait pennis 
d'assigner une liinite supérieure au rayon vccteur de la lune. En 
cu qui concerne la luue en ^^^\^ la constante C^ est plus petite que 

Cest ce remarquable resultat de M. Hill que je me propose de 
. couipléter en montrant que, dans ces eonditions, la lune jouirait égale- 
ment de la stabilité au sens de Poisson; je veux dire par la que, si les 
eonditions initiales du niouvement ne sont pas exceptionnelles, la lune 
repassera une infinité de fois aussi prés que Ton voudra de sa position 
primitive. Cest pour cela, comme je Tai expliqué plus liaut, que je 
me propose de démontrer que Tintégrale J est tinie. 

Comme p est plus petit que y -^ ^t par eonséquent limité, Tintégrale: 

J = injpdpdrda) 

• ne peut devenir infinie que si r croit indétiniment, et r ne peut devenir 
infini, en vertu des inégalités (i) q\ie si p 8'annule. 
Posons done: 

J = J' + e/", 

«/' representant Tintégrale étendue a tous les systémes de valeurs tels que 

(2) r>o , p>p,, C\ <F< C\ 

et e/" representant Tintégrale étendue a tous les systémes de valeurs 
tels que: 

(3) r>o, p<p,, C\ < F< C\. 

Quand les inégalités (2) sont satisfaites p ne peut sannuler; done r ne 
peut devenir intini. Done la premiére intégrale J' esl finie. 

Examinons maintenant J". Je puis supposer que p^ a été pris assez 
petit pour que 

6\ + ^ > o. 

Po 
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Les inégalités F> C\ , p < p^ eritrainent alors r > o. Nous devons doiic 
integrer par rapport a r entré les liinites: 

• • • 

C' + /- + ^ n'y cos» u) et ^ + ^- + - «' V cos* w . 
Il vient alors: 

J" =- 2;r(C;, — C\)f.d(oJpdp = 27:^fjl{C\ — 6',). 



O O 



J" et par conséqueiit J est donc fini. 

C. (>. F. I). 

M. BoHLiN a généralisé de la maniére suivanfe le resultat de M. 
Hill. Considérons le eas partieulier suivant du problenie des trois corps. 
Soit A un corps de rnasse i — /i , ö un corps de masse p et C un corps 
de masse infiniment petite. Iinaginons que les deux corps \4 et J5 (dont 
le niouvement doit étre Képlerien, puisqu*il n'cst pas troublé par la masse 
de C) décrivent autour de leur centre de gravité commun supposé fixe 
deux circonférences concentriques, et que C se meuve dans le plan de 
ces deux circonférences. Je prendrai pour unité de longueur la distance 
constante ABj de telle fa^on que les rayons dé ces deux circonférences 
soient i — ^ et /i. Je supposerai que Tunité de temps ait été choisie 
de telle sorte que la vitesse angulaire des deux points A et B sur leurs 
circonférences soit égale a i (ou ce qui revient au inöme que la con- 
stante de Gauss soit égale ä i). 

Choisissons alors deux axes mobiles ayant leur origine au centre de 
gravité des deux masses A et B; le premier de ces axes sera la droite 
ABf et le second sera perpendiculaire au premier. 

Les coordonnées de A par rapport a ces deux axes sont — p et o; 
celles de B sont i^ — p et o; quant a celles de C je les appelle x et y; 
jai alors pour les équations du mouvement: 

dx , dx' , , (iF , 

dt = ^'> dr= '^+5^ + ^' 

dy , dy , . dV , 

57 = ^' dr=-'*+d7 + ^' 
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en posaiit 



t)ii a (l'ailleurs: 






".'Ic' = (o; + /i)*' + //', i?G'' = (;C + /i — O' + //'. 

Cl'S (Miuations adiiicttent uiic iiitégralc: 

2 2 

ct un invariant intéjinil: 

J = Cdxchjdx'dif\ 

M. BoHLiN, dans le tonie lo des Acta mathematiea, a généralisc le 
resultat de M. Hill, en inontrant que si la constante K a une valeur 
eonvenable (ce que nous supposerons) et si les valeurs initia les de x et 
de 1) sont assoz petifes, ees quantités x et y resteront limit ées. 

fle me propose maintenant de montrer que Tintégrale J étendue a 
tous les systémes de valeurs tels que 

K^<F<K^ 

• 

est finie; d\ni nous pourrons conclure, comme nous Tavons fait plus haut, 

que la stabilité au sens de Polsson subsiste encore dans ce eas. 

Si les constantes K^ et K,^ sont convenabloment ehoisies, le théoreme 

de M. BoHLiN montre que x et // seront limités. Quant a :if et y' ils ne 

ponrront devenir infinis que si F devient infini, cVst a dire si ^C s^annule, 

ou si BC sannule. 

I^osons alors: 

J = J' + J" + J"', 

rintcgrale J' étant étendue ä tous les systémes de valeurs tels que: 

K,<F<K,, AC'>pl,-Bä'>f>l (/'o<y 

riiitcgrule J" ä tous les systeinet; de valoiire! tels que: 

K, < F < a; , irf < /jI, (c1'ou bC >pl), 
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et rintégrale J'" ii tous les systeiiies de valeurs tels quc: 

K^ <F<K,, Wc' < pl , (cl'oii ÄC' > pl). 

• '. 

Comme pour aucun des systéines de valeurs auxquels Tintégrale J' est 

étendue, AC ou BC ne s'annule, cette intégrale J' est finie. 

ExaininoTis maintenant Tintégrale J". Je puis supposer que p^ ait 

été choisi assez petit pour que 

1-=^' + A". > o , ^ + /l, > o. 



J9 I -.'« 



Dans ee oas — peut varier entré les limites 

car la plus petite de ces deux limites est positive. 
Posons alors comme plus haut: 

x' = yj2r cos^, y' = y/2r sin^, d'ou r = ^— ; 

rintégrale deviendra 

J" ^==Jdxdydrdy 

et on devra intégrer par rapport a jr entré les liinites o et 27: et par 
rapport a r entré les limites L^ et i^J ^^ viendra donc: 

J" =. 27r(Ä, — K^)fdxdy. 

Uintégralo double fdxdy devra étre étendue a tous les systémes de va- 
leurs tels que ^' < pl; elle est donc égale a Tupl; de sorte quMl vient: 

J" est donc fini^ et il en est de méme de J'" et de J. 

C. Q. F. D. 

Nous devons donc conclure que (si les conditions initiales du mouve- 
ment ne sont pas exceptionnelles au sens donné a ce mot dans le eorol- 
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liiire du tliéoirnie 1) le troisioine corps C repnKseru uiie iniinité de fois 
aussi prés que Ton voudni de sa position initiale. 

Dnns le ens génénU du probléine des trois eorps, on ne peut plus 
affinner qu'il en sera cncore de méme. 

Théoréme II. Si w = 3 et que ir, , rr, , x^ représentent les coordon- 
noes d'un point dans Teapace ordinaire, et 8'il y a un invariant positif, 
il ne peut pas y avoir de surface fermée sans contact. 

Soit en effet • 

J =fMdx^da\dx^ 

un invariant integral positif. Supposons qu'il oxiste une surface S ferinéc 
et sans contact, ayant pour équation 

F{X^ , X, , J7,) = o. 

Soit v le volume limité par cette surface; nous étendrons Tinvariant 
J il ce volume tout entier. 

La surface S étant sans contact, lexpression: 

dF Y , dF Y , dF Y 

ne pourra sannuler et par conséquent changer de signe; nous la suppo- 
sorons positive pour fixer les idées. 

Soit d(o un element de la surface S; menons la normale a cet ele- 
ment du cöté des F croissants; prenons sur (^ette normale un segment 

dF 
infiniment petit dv. S^it dn la valeur de F n rextrémité de ce seg- 
ment. On aura: • 



dF 



> o. 



dn 

J étant un invariant, on devrait avoir 

dJ 



dt 



^ O. 



Mais nous tronvons 




dF „ dF „ dF 

' do) . 






dF 
dn 
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L'iiitégrule du secoiid mernbrc, étendue a toutc la surfacc S, est positive 
puisque la foiiction sous le signe j est toujours positive. . 

Nous arrivons donc a deux resultats contradictoires et nous devons 
conclure qu'il ne peut exister de surface fermée sans contact. 

Extension du théoréme II. Il est facile d*étendre ce théoréme au 
oas de n > 3 ; il suffit pour cela, puisque la representation géométrique 
n'est plus possible, de la traduire dans* le langage analytique et de dire: 

S'il y a un invari^t integral positif, il ne peut pas exister une 
fonction juniforme Fix^ , x^ j . . . ^ x^) qui soit positive, qui devienne infinie 
toutes las fois que Tiin des x cesse d'étre fini et qui soit telle que 



dF dF ^ .dF ^ ■ :dF^ 

df -^ di.^^ '^ di.^^ + ••• +;i^„ " 



x 



soit toujours de méme signe quand F est nul. 

Pour faire comprendre Timportance de ce théoréme, je me bornerai a 
faire. observer que c'est une <;énéralisation de celui dont je me su?s servi 
pour démontrer la légitimité de la belle méthode de M. Lindstedt. 

Je préfére toutefois, au point de vue des appHcations ultérieures, 
lui donner une forme un peu différente en y introduisant une notion 
nouvelle, celle des courbes invariantes. 

Nous avons a la fin du paragraphe précédent envisagé une portion 
de surface S, définie par Téquation 

et telle que Ton ait pour tous les points de /S 

dS ^ , dB ^ . de Y ^ ^ 

de telle sorte que 8 soit une portion de surface sans contact. 

Nous avons défini cnsuito ce qu'on doit entendre par le w* consé- 
quent d'un point de S ou par la n* conséquente d'une courbe ou d'une 
aire appartenant a S. J'entends maintenant et j'entendrai désormais le 
mot conséquent, dans le sens du i3aragraphe précédent, et non dans le 
sens employé plns haut dnns la demonstration du théoréme I. 

Aeta maihemcUica. 18. Imprimé le 2 aofit 1890. \\ 
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Nous avons vu que s'il cxiste un irivariaiit positif 



JjjMdx^dx^dx^, 



il existe éo^alement une autre intéo^rale 



fMHdm 

que Ton doit ctendre a tous lea oléuients dw d'une aire appartenant a S 
et qui jouit des propriétés suiväntes: 

1°. La quantité sous le signe T, MH est toujoura positive. 

2^ Uintégrale a la niéme valeur pour une aire quelconque appar- 
tenant ä iS et pour toutes celles de ses conséquentes qui existent. 

Cela pose, j'appellerai courbe invariants du n* ordre, toute courbe 
tracée sur S et qui colncidera avee sa n^ conséquente. 

Dans la plupart des questions de dynainique il entré certains para- 
inétres tres petits de sorte qu'on est naturellement conduit ä développer 
les Solutions- sui vant les puissances croissant^s de ces pnraniétres. Telles 
sont les masses en inécanique céleste. 

Nous imaginerons donc que nos équations différentielles 



dx, -r,, dx^ -r,. dx^ 

«'^ ~dT "' ^*8 



c7r~"^^' ^-^«" -'--^- 



dépendent d'un paramétre /i. Nous supposerons que X, , X^ , X^ sont 
des fonctions données de a?, , x^ , x^ et /£, susceptibles d c»tre développées 
solon les puissances croissantes de /i et quo fi est tres petit. 

Considérons alors une fonction quelconque de fi\ je suppose que cette 
fonction tende vers o quand /£ tend vers o, de telle fa9oii que le rapport 
de cette fonction a // tende vers une limite finie. eTe dirai que cette fonc- 
tion de fi est une quantité tres petite du n* ordre. 

Il importe de rcrnarquer qu*il n^est pas nécessaire que cette fonction 
de /£ soit susceptible d'étro développée suivant les puissances de /5£. 

Cela pose, soient Ä^ et B^ deux points d'uue surface sans contact S, 
et soient A^ et 2?, leurs conséquents. Si la position de A^ et B^ dépend 
de /£ suivant une loi quelconque il en sera de niéme de la position de 
A^ et By Je me propose de demon trer les lemmes sui vants: 
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Lemme I. Si on envisage une portion de surface sans contact 5, 
passant par le point a^jb^, c^ ; si x^^rj^^ z^ sont les coordonnées d'ua point 
de iS et si a^^ , y, , z^^ sont les coordonnées de son conséquent, on pourra 
développer a;, , //^ , z^ suivant les puissances de x^ — a^ , y^ — i^ , z^ — c^ 
et /i pourvu que ces quantités soient suffisaininent petites. 

Je puis toujours prendre pour origine le point ci^ , b^ , c^ de telle 
fayon que 

^*o = K = c^ =o. 
Si alorii 

est réquation de la surlace S; cette surface passera par Torigine O et on aura: 

^{o , o) = o. 

Je supposerai de plus qu'en tous les points de la portion de surface S 
envisagée' la fonction ^{x^y) est holomorphe. Par lorigine O passé une 
tra jectoi re ; imaginons que quand fi =^ o cette trajectoire vienne au teinps 
f = r recouper la surface -S en un point F dont les coordonnées seront: 

rr = a, y = p9 ^ = c. 

% 
« 

I)*aprés la terniinologie que nous avons adopté, le point P sera 
quand on b-uppose /x = o le conséquent du point O. 

Soit niaintenant x^ , y^ y z^ un point Ä tres voisin de O et apparfe- 
iiant a la surface S, Si Ton fait passer par ce point Ä une trajectoire, 
si on suppose que /i cesse d'étre nul, mais reste tres petit, on verra que 
cette trajectoire viendra, a une époque t tres peu différente de r couper 
la surface S en un point B tres voisin de P. . 

Ce point B dont j'appellerai les coordonnées iCj , //, , z^ sera d'aprés 
notre terininologie le conséquent du point A. 

Ce que je me propose de démontrer, c'est que x^ j y^ , z^ peuvent 
se développer siiivant les puissances croissantes de ^o''^©»'^© ^* /*• 

En eflFet, d'aprés le théoréme III § 2, si x y y y z sont les coor- 
données au temps t du point mobile qui décrit la trajectoire issue 
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du point A, si de plus ^r^^ , y^ , ^^ , /x et t — r sorit suffisainment pctit», 
oii aura: 

(4) y = <P^{t —Tifiy ;r, , !/, , ^,0' 

4\ ' ^'2 ^^ ^3 étant des series ordoiuiées suivaiit les puissances de t — r, 
Ces series se rcduiront respeetiveiueiit a a , b , c pour 

Coimnc <p(x,y) est développablc suivant les |)ui88arice8'de x — fl et 
y — 6, si X — o et y — b sont assez petits, iious aurons égalcuicnt: 

<f{x , y) --^ tp^{t —T,fi,x^,y^,2„), 

^'^ étiint une serie de inéine foririe que ^\ , (p^ et ^3. 

Ecrivons que le point x,i/ , z se trouve sur la surface S, nous aurons: 

(5) <P, -- S^4- 

La relation (5) peut étre regardée*conime une équation entré < — r, 

f^ 5 '^0 » '^0 ^^ -^0 ^*^ ^^^* P^^^ ehereher a la résoudre par rapport a / — r. 
Pour: 

cette relation est satisfaite, car on a 

S^^8 = 4U - o. 

D'aprc8 un théorénie de Cauchy, que nous avons déinontré dans un 
des paragraphes qui préeédent, on po.urra tirer de la relation (5) t — r 
sous la fornie suivantu: 

(6) ^t — T -^ 0{/i , x^ , y^ , ^J, 

O étant une serie ordonnée suivant les puissances de /JtyX^yy^ et z^. 
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ir II y aurait d*excoption quc öi pour 

on avttit 

dt di ' 

• 

Or cette équation exprime que la trajectoire issuu du point O pour 
^ =. o va toucher la surfacc S au point P. 

Mais il iren scra pas ainsi, parce que iious suppose rons toujours que 
S est une surfacc ou utkj portion de surfacc sans contact. 

Dans les équations (4) rcinpla9ons t — r par et x,y,z par x^j 

y, , if, ; il viendra: 

X, = 0,{/XjX^,y^,z,), 

y, = e^i/ji , a;, , y, , z,\ 

ö, , 8, et Ö3 étaiit »les series développées selon les puissances de fi , x^, 

^« ""^ ''' ^ C. Q. F. D. 

Lemme IL Si la distance de deux points A^ et B^ appartenant a la 
portion de surface sans contact S est une quantité tres petite d'ordre n, 
il en sera de méine de la distance de leurs conséquents A^ et B^. 

Soient en effet a, , a^ , a^ les coordonnées d'un point fixe P^ de S 
tres voisin*de A^ et de B^; a\ , a^ , aj les coordonnées de son conséquent Pj. 

Soient x^ , x^ , x^ ; o?; , 4 , 0^3 ; y^ , ^^ » i^a ; !fi y !/2j Vt ^^^ coordonnées de 
J^, J, , B^ et JBj. 

I)'aprés le lenime I x[ —r a[ , x'.^ — a^ , x'^ — aj peuvent se ddvelopper 
selon les puissances croissantes de x^ — a, , jC, — ^^ j x^ — a^ et /i. 

IVexpression de y[ — aj , 2^2 — ^2 1 yi — ^'i ^*^* fonctions de y, — a, , 
y, — ^3)^8 — «« 6t /i sera évideinment la niéine que celle de x\ — aj, 
x'^ — «i > iCg — ai en fonctions de ^1 — aj , iCj — öj , ic^ — u^ et' /i. 

On déduit de la que Ton peut écrire: 

^5 —!/[ = (^1 — yi)F, + (a;^ — y,)F, + (.^3 — ^3)^3 , 

(7) ^; — yi = (^1 — yi)F[ + (^2 — ^2)^^; + (^3 — 2/3) J'^; , 

^s-y', = {^i—yi)F[' + {x, — y,)F- + {x, — y,)F,\ 



80 H. PoiDcaré. § 8. 

Ie8 F étant des series développées suivaiit les puissarices de: 

li,x^ — rtj , x^ — a, , x^ — a^ , y, ~ a,y y^ — a^, y, — a^. 

Lcs quaiititcs t\,t\, etc. sont finies; si donc x, - — y^ j x^ — y^ et 
x^ — y.^ sont des quaiitités tres petites d'ordre n, il en scra de inéine de 

'^'1 y\ ? X2 y^ j x^ //s* 

C. Q. F. D. 

Théoréme III. Soit A^AMB^B une courbe iiivariaiite, de telle fa\on 
que A^ et B^ soient les eonséquents de A et J9. 

Je suppose que les ares AA^ et BB^ soient tres petits (e'est a dire 
tendent vers o avec fx) niais que leur eourbure soit finic. 

Je suppo>;e que cette courbe invariante et la position des ])oints A 
et B dépendent de /i suivant une loi quelconque. Je suppose qu*il existe 
un invariant integral positif. Si la distance AB est tres petite du n" ordre 
et que la distance AA^ ne soit pas tres petite du w** ordre, Tarc AA^ 
coupe Tarc BB^. 

Fig. 2. 





Je puis foujours joindre les points A et B par un are de courbe 
AB situé tout entier sur la portion de surface sans contact ^S et dont la 
longueur totale soit du niéme ordre de grandeur que la distance AB^ 
c'est a dire une quantité tres petite du n^ ordre. Soit A^B^ un are de 
courbe qui soit le conséquent de ABj il sera aUssi tros petit du w® ordre 
d'a|)rés le lennne II. 

Voici niaintenant les diverses hypotheses que Ton peut concevoir: 

i^'" hypotliése. Les deux ares AA^ et BB^ se coupent. Je me pro- 
pose d'établir que c'est cette hypotliése qui est réalisée. 

2*^ hypothése. Le quadrilatére curviligne AA^B^B est tel que les 
quatre ares qui lui servent de c6tés i/ont d^autre point commun que les 
quatre sommets A j A^, B et B^. Cest le cas de la figure i. 
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3® hypotiiése. Les deux arcs AB ut A^By^ se coupent Cest le eas 
de la figure 2. 

4* hypothése. Uun des ni^cs AB ou A^B^ coupe Tun des arcs AA^ 
ou BB^\ mais les arcs AA^ ot BB^ ne se coupent pas, "non plus que les 
deux arcs AB et A^B^. 

S'il y a un invariant positif il existera d'aprés le paragniphe pré- 
cédent une certaine intégrale 

fMHdto 

m 

dont tous. les elements seront positifs et qui devra avoir la mémo voleur 
pour Taire ABB^MA et pour sa conséquente AA^B^MA. 
Gette intégrale étendue a Taire 

ABA^B^ = AA,B,MA -- ABB.MA 

doi^ donc étre nulle et comine tous les éléinent* de Tintégrale sont positifs, 
la disposition ne peut étre celle de la figure i ou Taire ABA^B^ est convexe. 

La seconde hypothése doit donc étre rejetée. 

La disposition ne peut non plus étre celle de la figure 2. 

En efifet dans le triangle ABA^^ les distances AD et A^D sont tres 
petites du w" ordre car elles sont plus petites que les arcs AD et A^D^ 
lesquels sont plus petits que les arcs AB et -4,JS, qui sont du w* ordre. 
De plus on a: 

AJ,<AD + AyD. 

La distance AA^ devrait donc étre une quantitc tres petite du w' ordre, 
ce qui est contraire a Ténoncé du théoréme. 

La 3* hypothése doit donc étre * rejetée. 

Je dis que la 4* hypothése ne peut non plus étre acccptée! Supposons 
en efifet par exeinple que Tarc AB coupe Tarc AA^ en un point A\ Soit 
ANA^ la portion de Tarc AB qui va de A en A'\ soit APA' la portion 
de Tarc AA^ qui va de A en A'. 

Je dis qu'on pourra remplacer Tarc ANA'B par Tarc APAB\ et 
que le nouvel are AFA'B sera conime Tarc primitif ANAB une quantité 
tres petite du n^ ordre. 

En efifet Tarc ANA' est plus petit que AB^ il est donc du w* ordre; 
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111 distancL' A.V v.>i doiic ellc-inéinc du «" ordre; Tnrc APA' est plu« petit 
que AA^ qui est tres petit, cest a dire qui teiid vers o avee /x; Tarc 
APA' est donc tres petit et sa courbure est finie; on peut donc assigner 
uiie liiiiite au rapport de Tarc APA' a sa corde AA'; ce rapport est fini 
et A A' est du n"" ordre; done APA' est du w*" ordre, c. q. f. d. 

D*ailleurs le iiouvel are APA' Ii ne coupe plus Tare AA^j il a seule- 
inent avec lui uue partie coinmune APA', 

On retonibe done sur. la 2^ hypothése qui a déja été rejetée. 

La i^'*^ hypothése est donc .seule acceptable et le théoréine est dé* 
montré. 

Remarque. — Nous avons su|)po8é dans Ténoncé du théoréme que 
les arcs AA^ et Bli^ sont tres petits et que leur courbure est finie. En 
réalité nous ne nous sommes servis de cette hypothése que pour montrer 
que si la corde AA' est tres petite du n^ ordre, il en est de méine de 
rare APA'. 

Le théoréine sera donc encore vrai quand méme Tarc AA^ ne serait 
pas tres petit et sa courbure finie, pourvu qu'on puisse assigner une lirnite 
supérieure au rapport d'un are quelconque (faisant partie de AA^ ou de 
B By) a sa corde. 



OHAPITRE IIL 

■ 

Théorie des solutions périodiques. 

• S 9. Existence des soHitions pfrioiHqueH. 

Considérons un systémo iréquations diflférentielles 

\ / al 

ou les X sont des fonctions d(*s x et d'un parainétre /i. Les X pourront 
aussi <lépendre de /, niais ee seront alors des fonetions périodiques de 
cette variable et la période sera ar. 
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Supposons que pour la valeur o du parämétre (x, ces équations ad- 
mettcnt une solution périodique, de telle sorte que 

fp, étant une fonction périodique du teraps dont la période sera par 
exemple 27c. 
Posons: 

^< = j^i + f< 

et cherchons pour les valeurs tres petites de // ä trouver les valeurs des 
f que nous supposerons également tres petites, il viendra 

d^i dXi ^ dXi 

dt ~'^dii '^Z^.^Ux/ 

Dans les dérivées partielles des X les a:< sont remplacés par les fonctions 
périodiques jp<. Les f sont ainsi déterminés par des équations linéaires 
ä second merabre dont les coefficients sont des fonctions périodiques. 

Deux Gås peuvent se presenter, 

I*'. Les équations sans second membre: 

n'admettent pas de solution périodique de période 2;r. 

Dans ce oas les équations ä second membre en admettent une que 
j^écrirai: 

(J) étant- une fonction périodique de période 2;r. 

2^ Les équations sans second membre admettent une solution pé- 
riodique de période 2;r. 

Alors les équations a second membre peuvent ne pas avoir de solu- 
tion périodique, de telle fa9on qu'en general nous trouverons une solution 
de la forme suivante: 

les ^ étant toujours des fonctions périodiques, ou méme dans certains cas 

f* = /^[<Y"..(0 + i"-'<Pn-iÅt) + • • • + Mi)l * 

Äcta mathtmatica. 13. Imprimé le 5 aoat 1800. X2 
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Pla9on8-nous dans le premier cas et voyons la chose de plus prés. 
Cherchons a former une solution périodique et ä la développer sui- 
vant les puissances de fx) posons par conséquent: 

Quand on substituera a la place des x^ ces valeurs dans les X^, on 
trouvera 

Il est clair que les Xo, ne dépendent qué des jp<, les Xj.^ des jj?^ et des 
j^i <, les Xj.i des tp^.i et des (p^^ etc. De plus si les ^^.^ sont des fonctions 
périodiques de t de période 2;r, il en sera de méme des X„.^. 
Nous avons de plus 

Dans le second membre, dans les dérivées ^— ', on doit substituer les ^< 

a la place des x^ ainsi que nous Tavons fait plus haut De plus F..^ ne 
dépendra que des ip^y des jj^u, des ^j^, ... , des fp„_i.<; mais ne dépendra 
plus des jp„<. 

Cela pose on est conduit aux équations suivantes 

d>iPf^ i V^^ rfX< -my- 

<3) -df =2^*d^^"-*+ -^"•*- 

Supposons qu on ait déterminé les quantités 

a Taide des équations précédentes sous for me de fonctions périodiques de 
t\ on pourra ensuite ä Taide des équations (3) déterminer les ^„.<. 

Ces équations (3) sont des équations linéaires ä second membre et 
les coefficients sont périodiques. 

Par hypothése les équations sans second mémbre 

di ~ Z^kdzt ^"'^^ 

qui ne sont.autres que les équations (2), n'ont pas de solution périodique; 
donc les équations (3) en admettent une. 
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Il résulte de la qu'il existe des series 

a;, = j?,- + /ij?,., + /iVj.i + 

dont les •coefficients sont périodiques et qui satisfont formellement aux 
équations (i). 

Il resterait a démontrer la convergence de ces series. Nul doute 
que cette demonstration ne puisse se faire directeraent; je ne le ferai 
pas toutefois, car je vais, en reprena nt la question a un point de vue 
dififérent, démontrer rigoureusement Fexistence des solutions périodiques, 
ce qui entraine la convergence de nos series. Nous n'aurons en effet qu*ä 
nous appuyer sur les principes les plus connus du Dcalcul des limites.l> 

Soit jP|(o) + ^4 la valeur de rr, pour t = o. Soit fP<(o) + ;•< la va- 
leur de a;, pour t = 27r. I/es jrt dépendront évidemment' de /a et des 
valeurs initiales des variables et elles s'annuleront avec elles. 

Cela me permet d'écrire: 

= A + >Pi. 

les a, les h et les [>w , jj^ , |)^ , . . . ,j)J étant des coeflFicients constants. 

On obtiendra les solutions périodiques de période 2;r en cherchant 
les cas ou: 

Ti = A- 

On peut donc considérer fi comme une donnée de la question et chercher 
a résoudre par rapport aux n inconnuea y9 les équatiolis 

(4) i^i = S^, = . . . = i^« = o. 

Nous savons que les (p sont des lonctions holomorphes de fx et des y9 
s'annulant avec les variables. (Voir théoréme III § 2.) 

» Si le déterminant fonctionnel des (p par rapport aux p (c*est a dire 
le déterminant des b^i) n'est pas nul, on peut résoudre ces n équations 
et on trouve comme solution: 

les 6i étant, d'apré8 un théoréme bien connu, des fonctions holomorphes 
de fl s'annulant aVfec [i. (Voir théoréme IV § 2.) 



92 H. Poinoaré. § 9. 

C*e8t le cas que nous avons étudié plus haut et oii les équations 
(2) n'ont pas de solution périodique. 

On doit en conclure que pour les valeurs de fi suffisamment petites, 
les équations (i) admettent une solution périodique. 

Supposons maintenant que le déterminant fonctionnel des tp soit nul; 
nous pourrons alors, en vertu du théoréme VI § 2, éliminer entré les 
équations (4) /?, , /^^ > • • • > Pn-\\ nous arriverions ainsi a une équation unique 

= 

dont le ' premier membre sera développé suivant les puissanees de fx et 
de y9.. 

Il n'y aurait d'exception que si les équations (4) n'étaient pas distinctes; 
mais dans ce oas nous leur adjoindrions une autre équation choisie arbi^ 
trairement. 

Si Ton regarde ju et p^ comme les coordonnées d'un point dans un 
plan, Téquation (P = o représente une courbe passant par Torigine. A 
chacun des points de cette courbe correspondra une solution périodique, 
de sorte que pour étudier les solutions périodiqucs qui correspondent aux 
petites valeurs de fi et des ^, il nous suffira de construire la partie de 
cette courbe qui avoisine Torigine. 

Si le déterminant fonctionnel des ^' est nul on aura, (pour ^ =y9„ = o): 

d0_ 
dfin 

En d'autres terraes, la courbe = o sera tangente a Torigine a la 
droite ^ = o, ou bien encore pour fx = o^ l'équation = ö sera une équa- 
tion en y9, qui admettra o comme racine multiple; j'appelle m Tordre 
de multiplicité de cette racine. 

En vertu du théoréme V § 2 on pourra trouver m series développées 
suivant les puissanees fractionnaires et positives de /i, sannulant avec // 
et qui substituées a la place de y9„ satisfassent a Téquation ö> = o. 

Considérons Tintersection de la c(turbe CP = o ou plutöt de la portion 
de cette courbe qui avoisine Forigine avec deux droites ju = e, ju = — e 
tres voisines 'de la droite /i = o. On obtiendra les points d'int€rsection 
en faisant ji =: s, puis ji = — s dans les m series dont je viens de 
parler. 
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Soit Wj le nombre des points d'intersection de Ö> = o et /a = + e 
réels et voisins de Torigine. Soit m^ le nombre des points d'intersection 
de ^ = oet;i= — e réels et voisins de Torigine. 

Les trois nombres m y m^ et m^ seront de méme parité. 

Si done m est impair, m^ et m^ seront au moins égaux a i. Donc 
il existera des solutions périodiques pour les petites valeurs de /i, tant 
positives que negatives. 

Comment une solution périodique peut-elle disparaltre quand on fait 
varier fx d'une maniére continue? Corament peut-il se faire que le nombre 
des solutions pour /£ = + e soit plus petit que pour /a = — e, que 

J'observe d'abord qu'une solution périodique ne peut disparaltre quand 
fl passé de la valeur — e a la valeur + e que si pour /i = o, Téquation 
= admet une racine multiple; en d'autres termes une solution pério- 
dique ne peut disparaitre qu apres s'étre confondue avec une autre solution 
périodique. De plus m^ et m^ étant de méme parité, la diflférence m^ — m^ 
est toujours paire. " 

Donc les soltUions périodiques disparaissent par couples ä la faf;on des 
racines rédles des équations algébriques. 

Un oas particulier intéressant est celui ou pour yc£ = o, les équations 
dififérentielles (1) admettent une infinité de solutions périodiques que j'écrirai: 

h étant une constante arbitraire. 

Dans ce cas les équations (4) ne sont plus distinctes pour fi = o et 
contient jj, en facteur de sorte que nous pouvons poser: 

0=/JL0,, 

0^ étant holomorphe en y9„ et fi; d'ailleurs 0^ dépendra aussi de h. La 
courbe = o se décompose alors en deux autres, ä savoir la droite 
fx r= o et la courbe 0^ = o; c'est cette derniére courbe qu'il convient 
d'étudier. 

La courbe = o passé forcément par Torigine; il n'en est pas toujours 
de méme de 0^ = o; il faudra d'abord s'arranger pour Ty faire passer, 
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en disposant convenabienent de h. Une fois qu'on Ty aura fait passer, 
on rétudiera comme on a fait de la courbe ö> = o. 

Si pour ^ = ^^ = o , -T^* n'e8t pas nul, (ou plus généralement si pour 

^ == o, Téquation 0^ = o admet ^„ = o comme racine multiple d'ordre 
impair) il y aura encore des solutions périodiques pour les petites va- 
leurs de fi. 

Il arrivera souvent que, méme avant Télimination, quelqués-unes des 
fonctions ^< contiennent /i en facteur. Dans ce cas on commencerait par 
diviser par jj, les équations correspondantes. 

Si les équations (i) admettent une intégrale uniforme: 

F{x^ , a^j , . . . , a;,) = const. 

les équations (4) ne seront pas distinctes a moins que Ton n'ait a la fois 

dF _dF _ _^ _ 
dx^ dx^ ' ' * dxn 
pour 

En effet il viendra identiquement: 

-^[^.(0) + /?* + </'.] = n9>i{o) + A]. 

df^ 

Si par exemple pour ir< = f<(o), -t— n'est pas nul; on pourra tirer de 
eette éq nation: 

f?2 , f?3 , . . . f?„ étant des series ordonnées suivant les puissances croissantes de 

La premiére des équations (4) est donc alors une conséquence des 
n — I derniéres. On la supprimera alors pour la remplacer par une autre 
équation choisie arbitrairement. 

Dans ce qui précéde, nous avons supposé que les fonctions X^ , X, , 
. . . , X,4 qui entrent dans les équations diflerentielles (1) dépendent du 
temps t. Les resultats seraient modifiés si le temps / n'entre pas dans 
ces équations. 
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Il y O d'abord entré les deux cas une différence qu*il est impossible 
de ne pas apercevoir. Nous avions supposé dans ce qui précéde que les 
Xi étaient des fonctions périodiques du temps et que la période était 2;r; 
il en résultait que, si les équations admettaient une solution périodique, 
la période de cette solution devait étre égale a 2;r ou a un multiple de 
27r. Si au contraire les X^ sont indépendants de t, la période d'une so- 
lution périodique peut étre quelconque. 

En second lieu, si les équations (i) adraettent une solution pério- 
dique (et si' les X ne dépendent pas de t)j elles en admettent une infinité. 

Si en effet 

est une solution périodique des équations (i), il en sera de méme (quelle 
que soit la constante A) de 

Ainsi le cas sur lequel nous nous sommes étendus d'abord et dans 
lequel pour ju = o^ les équations (i) admettent une solution périodique 
et une seule, ne peut se presenter si les X ne dépendent pas de t. 

Pla9ons-nouB donc dans le cas oii le temps t n'entre pas explicite- 
ment dans les équations (i) et supposons que pour /i = o, ces équations 
admettent une solution périodique de période T: 

Soit ^i(o) +/9< la valeur de Xi pour ^ = p; soit f>i{o) + j-^ la valeur 
de Xi pour < = T + r. Posons ensuite, comme nous Tavons fait plus haut, 

Les <pi seront des fonctions holomorphes de /i, de /^i > /^^ , . . . , ftn et de r 
s'annulant avec ces variables. 

Nous avons donc a résoudre par rapport aux n + i inconnues 

les n équations 

(5) <[)^= (p,=... = ip, = o. 
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Nous avons une inconiiue de trop, nous pouvons donc poser arbi- 
trairetnent par exemple 

y9- = o. 

Nous tircrons ensuite des équations (5), y^i > ^3 ? • . • ? /9«-i et r en foHctions 
holomorphes de (x s'annulant avec fi. Cela est possible a inoins que le 
déterrainant: 



dÄ d^, 

d<l>t #, 
d^. dÄ 



• • • 



• • • 



d^„-i dr 
c?^„_i dr 



d^n d^ 
dÄ dy9. 



d<pH d(p^ 



• • • 



dy9„«i dr 



ne soit nul pour jt£ == y9j = r = o. 

Si ce déterminant était nul, au lieu de poser arbitrairement y9^ = o, 
on poserait par exemple /9, = o, et la méthode ne serait en défaut que 
si tous led déterininants dans la matrice: 



d^ #, 



dv'^ d(}u 



dft, d/9. 



di*. 


#. 


dÄ 


dr 


d</'. 


di&. 


d^n 


dr 


d<pH 

dfin 


d^„ 
dr 



étaient nuls a la fois. (Il est a remarquer que le déterminant obt^nu 
en suppriniant la derniére colonne de cettc matrice est toujours nul pour 
l^ = /ii = r = o.) 

Connne en general tous ces déterininants ne seront pas nuls a la 
fois, les équations (i) admettront pour les petites valeurs de /i, une so- 
lution périodique de période T -{- t. 
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8 10. Exposants caractéristiques. 

Reprenons les équations: 

et imaginons quelles admettent une solution périodique 

Formöns les équations aux variations (voir chapitre I) des équations 
(i) en posant: 

et néglige^nt les carrés des f . 

Ces équations aux variations sécriront: 

dfi dXi ^ dXi dXi ^ 

Ces équations sont linéaires par rapport aux f, et leurs coefficients 

dX 

-j-^y (quand on y a remplacé Xi par f^i{t)) sont des.fonctions périodiques 

de t, Nous avons donc a intégrer des équations linéaires a coefficients 
périodiques. 

On sait quellé est en general la forme des solutions de ces équa- 
tions; on obtient n solutions particuliéres de la forme sui vante: 



(3) 



t __ w/f A — g«-'/? ? — p""^ Si 



les a étant des constantes et les S^j^ des fonctions périodiques de t de 
raéme période qne les fi{t). 

Aeta nuUhematica. 18. Imprimé le 6 aoAt 1890. |3 
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liCis coiistiiiiles a s^appellent les exposunls caradénstiques de la solu- 
tiou périodiquc. 

Si a est purenient imaginaire de £{19011 que son carré soit négatif, 

10 inodule de e"' est constaiit et egal a i. Si au contraire a est réel, 
ou si a est complexe de telle fa9on que sou carré ne soit pas réel, le 
inodule e**' tend vers Tinfini pour < = + co p.u pour ^ = — cx). Si donc 
tous les a ont leurs carrés réels et négatifs, les quantités f j , f j^ , . . . , f , 
resteront finies; je dirai alors que la solution périodique x^ -- fi{t), est 
stable; dans le oas contraire, je dirai que cette solution est instable. 

Un cas particulier intéressant est celui ou deux ou plusieurs des 
exposants caractéristiques a sont égaux entré eux. Dans ce cas les Solu- 
tions des équations (2) ne peuvent plus se mettre sous la forme (3). 

Si par exemple 

ttj = a^ 

les équations (2) adniettraient deux solutions partieuliéres qui s'écriraient 
et 

les Six et les S^,^ étant des fonctions périodiques de /. 

Si trois des exposants caractéristiques étaient égaux entré eux, on 
verrait apparaitre, non seulement f, inais encore /^ en dehors des signes 
trlgonornétriques et exponentiels. 

Supposons que le temps t n'entre pas explicitement dans les équa- 
tions (1) de telle sorte que les fonctions X^ ne* dépendent pas de cette 
variable; supposons de plus que ces équations (i) admettent une intégrale 

(4) ^^X-^i ' •'^•i ' • • • ' ^^) = f ' • 

11 est aisé de voir que dans ce cas deux des exposants caractéristiques 
sont nuls. 

On se trouye donc alors daris \v cas d'exception que nous venons 
de signaler; nmis il n'en résulte pas de diflficulté; il est aisé en effet a 
Taide de Tintégrale (4) d'abaisser (rune unité Tordre des équations (i). 
Il n'y a plus alors que n — i exposants caractéristiques et il ny en a 
plus qu'un qui soit nul. 
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Nous allons maintoiiaiit cnvisager un cas particulier qui est celui oii 
les équations (i) ont la fornie des équations de la dynatnique. Ecrivons- 
les donc sous la forme: 

dx,_ dr dm _dF 

^ ' dt dy-i^ dt dxi^ 

F étant unc fonction quelconque de :t^i , a^^ , . . . , ^„ , y j , ^2 , . . . , y«; nous 
pourrons supposer, soit que F est indépendant de t; soit que F dépend 
non seulenient des x et des ?/, niais encore de /, et que par rapport a 
cette derniére variable, cest unc fonction périodique de périodc 27r, 

Supposons que les équations (i') admettent unc solution périodique 
de période 2/t: 

et forinoiis lus équutions aux variutions cti pusant: 

Nous avons vu dans le chapitrc II que Tintégralc double: 

est un invariant integral, ou (ce qui revicnt au méine) que si ^^ , tj^ et 
fj , 7j[ sont deux solutions particuliéres quelconques des équations aux 
variations, ^on a 

n 

Je dis qu il en résulte que les cxposants caractéristiques sont deux a 
deux égaux et de signe contraire. 

^oient en effet fj et 7}\ les valeurs initiales de Ci et de tj^ pour < = p 
dans une des équations aux variations; soient fj et yj] les valeurs cor- 
respondantes de f^ et de 7J^ pour t = 27r. Il est clair que les fj et les 
yj] seront des fonctions linéaires des fj et des yfl de tellc sorte que la 
substitution: 

sera une substitution Unéaire. 
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Soit: 



a 



11 



a 



13 



. . . a 



1.2n 



(1*21 (l'i'i 



• • . (£'•] 



'2. Un 



a 



2n.l 



a 



2nM 



• • • 



a 



3n.2fi 



le tablcau des coeffieieiits de cette substitution linéairc, 
Forinons Téquation en A 



«,i — A fl 



12 



^*1.2« 



fl., 



21 



Cv4«i ~^"~ A • • • v' 



^22 



2.3n 



fl 



2n.l 



^^211.2 



• • • 



floM •; 



2n.2N 



= O. 



I^es 2n raeines de cette équatioii seroiit ce qu'on appelle les 2n inulti- 
plicateurs de la substitution linéaire T. Mais cette substitution linéairc 
T ne peut pas étre quelconque. Il faut qu'felle n'altére pas la forrne 
bilinéaire: 

Pour ccltt, réquatioii en Å doit étre rcoiproquc. Si donc on pose: 

les quantités a devront étre deux ä deux égales et de öigne contraire. 

C. Q. F. D. 

11 y aura donc en general n quantités a^ distinctes. Nous les ap- 
pellerons les coefficients de stahUité de la solution périodique considérée. 

Si ces n coefficients sont tous réels et négatifs, la solution périodique 
sera stable, car les quantités c, et rj^ resteront inférieures a une liniite 
donnée. 

Il ne faut pas toutc»fois entendre ce mot de stabilité. au sens absolu. 
En effet, nous avons négligé les carrés des f et des tj et rien ne prouve 
qu'en tenant coinpte de ces carrés, le resultat ne serait pas changé. Mais 
nous pöuvons dire au nioins que les c et ^y, s*ils sont originairement tréft 
petits, resteront tres petits pendant tres longtemps. Nous pouvons ex- 
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primer ce fait en disant que la solution périodique jouit, sinon de la 
stabilité séculaire, du moins de la stabilité iemporaire. 

On peut se rendre compte de cette stabilité en se reportant aux 
valeurs des f^; on trouve en eiFet^ pour la solution générale des équa- 
tions aux variations: 

les Ajt étant des coeflRcients constaiits et les S^ des series trigonométriques. 
Or si a] est réel négatif, on trouve 

ef^^ = cos t s]—di + i sin t sj—al i 

de sorte que ^^ s'exprime trigonométriqucnient. 

Au contraire si un ou plusieurs des coefficients de stabilité devient 
réel positif ou imaginaire, la solution périodique considérée ne jouit plus 
de la stabilité temporaire. 

On voit aisément en effet que f< est alors représenté par une serie 
dont le terme general est de la forme: 

^c*' cos {kt + mt + 1) 

oii (A + «Ä:)* est un des coefficientfi de stabilité, ou m est un entier et I 
et A des constantes quelconques. Le défaut de stabilité se trouve ainsi 
mis en évidence. 

Si deux des coefficients de stabilité deviennent égaux entré eux, ou 
si Tun d'eux devient nul, on trouvera en general dans la serie qui repré- 
senté f^ des termes de la forme: 

Até"* cos (kt + w< + O ou Ät cos {mt + O- 
En resumé, f, peut dans tous les cas étre représenté par une serie 

# 

toujours convergente. Dans cette séric le temps peut entrer sous le signe 
sinus ou cosinus, ou par Texponentielle e*', ou enfin en dehors des signes* 
trigonométriques ou exponentiels. 

Si tous les coefficients de stabilité sont réels, négatifs et distinct^, 
le temps n'apparaitra que sous les signes sinus et cosinus et il y aura 
stabilité temporaire. 

Si Tun des coefficients est positFf ou imaginaire, le temps apparaitra 
sous un signe exponentiel; si deux des coefficients sont égaux ou que 
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Tun d'eux soit riul, le temps apparait en dehors de tout signe trigono* 
métriquc ou exponent iel. 

Si donc tons les coefticients ne sont pas reels, ncgatifs et distinct^, 
il n'y a pas en gériéral de stabilitc teinporaire. 

Toutes les fois que F ne dépend pas du temps tj Tun des n coefti- 
cients de stabilité est nul; car d'une part le temps n'entre pas explicitc- 
ment dans les équations difFérentielles; d'autre part ces équations ad- 
mettent une intégrale 

F{x^ , iCji ' • • • j ^n ; 2/1 j 2/3 j . • • , y«) = const. 

Nous nous trouvons donc dans le cas dont nous avons parlé plus 
haut et o\x deux des exposants caractéristiques sont nuls. Mais, comme 

• 

nous Tavons dit, cela ne peut créer une diftlculté parce que Ton |>eut, 
a Taide de Tintégrale connue, abaisser a 2w — i Tordre des équations (i'). 
Il ny a plus alors que 2n — i exposants caractéristiques; Tun d'eux est 
nul et les 2w — 2 autres, aux carrcs desquels 011 peut conserver le nom 
de coefficients de stabilité, sons dcux a deux égaux et de signe contraire. 

Ivcprenons le déterminant que nous avons eu a envisager dans le 
paragraphe précédent. 

Nous avons dans ce paragraphe envisagé d'abord le cas oii les équa- 
tions (i) dépendent du temps t et d'un paramétre /i, et admettent pour 
/i = o une solution périodique et une seule. Nous avons vu que si le 
déterminant fonctionnel: 

^(Ä > i^i ' • • • * Pn) 

les équations admettront encore une solution périodique pour les petitcs 
valeurs de /z. ' 

Ce déterminajit peut s'écrire: 



A = 



dy.. 



dr. 



dr« 



t • • 



d^n 

dn 

dftn 



dj^ 



— 1 
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Or lea exposants caractéristiqucs o sont donnés par réquation: 
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dfi\ 
dr. 



,2ar 



dr, 

d/3, 

djj 
dfi. 



• • • 



^^an 



dr, 

dfin 

di% 



djn 
d/i. 



drn 

dfi. 



dr, 

dfi„ 



^2aK 



= O. 



Dire que 'A est nul, c est donc dire que l'un des exposants carac- 
téristiques est niXT de sorte que nous pouvons énoncer de la fa9on sui- 
vante le premier des théorémes démontrés au paragraphe précédent. 

Si les équations (i) qui dépendent cCun paramétre fx admettent pour 
/£ = o tine solution périodique dont aucun des exposants caractéristiqties ne 
soit nuly elles admettront encore une solution périodique pour les petites va- 
leurs de fl. , 
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Jc prendrai, pour fixer les idées, les équations de la dynamique 
ayec trois degres de liberté, mais ce que je vais dire s'appliquerait évi- 
demment au cas general. J'écrirai donc mes équations sous la forine: 



(O 



d», 


dF 


dx. 


dF 


dx, dF 


dt 


dy,' 


dt 


dy,' 


dt dy, ' 


dy, _ 


dF 


dy^ 


dF 


dy, _ dF 


dt 


dx^ 


dt 


da;,' 


dt dx^ 



F étant une fonction uniforme quelconque des x et des y, indépen- 
dante de /. 

Je supposerai ensuite que x^ j x^ et x^ sont des variables linéaires, 
mais que y, , y.^ et y^ sont des variables angulaires, c'est a dire que F est 
une fonction périodique de y^ , y^ et y^ avec la période 2;r, de telle fa9on 
que la situation du systéine ne change pas quand une ou plusieurs des 
trois quantités y augmente d'un multiple de 27r. (Cf. chapitre I.) 
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Je supposerai de plus que F dépend d'uii parainétre arbitraire /i et 
eut se développer suivant les puissances croissantes de ce paramétre de 
ille sorte que Ton ait: 



peut 
telle 



F=F,+fiF,+ fi^F, + ;,»F3 + . . , . 



Je supposerai enfin que F^ ne dépend que des x et est indépendant 
des y de telle sorte que: 



dF dP dF 

__9 = o ' o ^ 



Rien n'est plus simple alors que dMntégrer les équations {i) quand 
/£ = o; elles s'écrivent en eflfet: 





dx. dx^ 


<^*« 






dt dt 


dt °' 




dy, _ 'iPo 

dt dx^ 


dt 


dF, d!f, 
da;, ' dt " 


dF, 
dx^ 



Ces équations montrent d'abord que x^ , x^ et x^ sent des constantes. 
On en. conclut que 



ilK _dF, _df\ 
dx^ ' dx^ ' dx^ 



qui ne dépendent que de Xy , x^ et x^ sont aussi des constantes que nous 
appellerons pour abréger w, , n^ et n^ et qui sont compléteinent définies 
quand on se donno les valeurs constantes de .r, , x^ et ic^. Il vient alors: 

fijj , ©2 et ©3 étant de nouvelles constantes d'intégration. 

Quelle est la condition pour que la solution ainsi trouvée soit pé- 
riodique et de période T. Il faut que si Ton change t. en /+ T^y^yy^ 
et ?/, augmentent d'un multiple de 2;r, cW. a dire que: 



nj.nj et w.T 



soient des multiples de 2r. 
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Ainsi pour que la solution que nous venons de trouver soit pé^ 
riodique, il faut et il suflfit que les trois nombres w^ , w, et n^ soient 
commensurables entré eux. 

Quant a la période T, ce sera le plus petit cominun multiple des 
trois quantités: * 

2;r 2;r . 2;r 

— , — et — . 

Nous exclurons, au moins provisoirement de nos recherdhes, le cas 
o\\ les trois fonctions j-^ , j-^ et -7—^ ne sont pas indépendantes Tune 

I a 8 

de l'autre. Si on laisse ce cas de cöté, on peut toujours choisir x^ , x^ 
et x^ de telle fa9on que n^^n^ et w^ aient telles valeurs que Ton veut, 
au moins dans un certain domaine. Il y aura donc une infinité de choix 
possibles pour les trois constantes x^ , x^ et x^ qui conduiront a des So- 
lutions . périodiques« 

Je me propose de rechercher 8'il existe encore des solutions pério- 
diqiies de période T lorsque fi n est plus egal a o. 

•Pour le ^rouver je vais employer un raisonnement analogue a celui 
du § 9. * 

Supposons que fi cesse d'étre nul, et imaginons que, dans une certaine 
solution, les valeurs des x et des y pour < = o soient respectivement: 

x^ = «! + dcu^, rr, = a, + da^, ^a = «3 +' ^X» 

Vi == ®i + ^^1' y« = ö)j + ^^Tt' Vs = ^3 + ^X- 

Supposons que, dans cette méme salution, les valeurs des x et des 
y pour t = T soient 

rTj = aj + (?ör, + Aa, , 
^3 = «2 + ^^'« + ^^2» 

^8 = «8 + ^X + ^«a' 

2/1 = ®i + ^1^ + ^^"^1 + ^®P 
2/, = ö>3 + n^T + /?©, + AS„ 

Vz = 0)3+ n/r + dw^ + AS3. 

Äeta mathematiea» 13. Imprimé le 14 aoOt 1890. 14 
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La condition pour que cette solution soit périodique de période T c^est 
que Ton ait: 

(2), Aa^ = Aflj, = Aöfg = As, = AS^ = Affig = o. 

Les six équations (2) ne sont pas distinctes. En eflfet, comme 1^ = const. 
est une intégrale des équations (i), et que d'ailleurs F est périodique 
par rapport aux y, on a: 

F{a^ + da^ , ©i + rffi},) = F(a, + da^ + Aa, , tb, + n^T + d^^ + A©,) 

= F{a^ + r?rtj + Aflf , cSj + dib^ + Ac5<). 

Il nous suffira donc de satisfaire a cinq des équations (2). Je supposerai 

de plus: 

0, = Jö>, = o, 

ce qui revient a prendre pour origine du teinps Tépoque 011 y, est nul. 
Il est aisé de voir que les Aa, et les Afi)< sont des fonctions holoraorphes 
de /£, des da^^ et des dib^ s'annulant quand toutes ces variables s'annulent. 

Il s'agit dohc de démontrer que l'on peut tirer des «inq derniéres 
équations (2) da^ , da^ , da^ , o©^ et ^©3 en fonctions de /£. 

Remarquons que quand /i est nul, on a 

Aa, ■-= Aa.^ =^ A^j = o. 

Par conséquent Aa, , Aa^ et Aöjj, développés suivant les puissances de 
/£, des da, et des ^fi)<, contiennent /£ en facteur. Nous supprimerons ce 
facteur /£, et nous écrirons par conséquent les cinq équations (2) que 

nous avons a résoudre sous la forme: 

■ 

/^\ ^^H ^^3 A - A - A - 

(3) --^ =- Aft>, = Afi)„ --= Aa)., --= o. 

II nous faut déterrniner o).^ et 0)3 de telle fa9on que ces équations 
soient satisfaites pour 

(4) [i -= dw^ ■-^= ow.^ = da^ ==- da^ = da,^ = o. 

Voyons ce que deviennent les premiers menibres des équations (3) quand 
on y fjiit /i -- o. 
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Il vient: 



d'ou : 



et de méme: 



•^^.=-^(S'+"> 



Il importe d'observer que dans F^ il faut remplacer x^ , x^ et x^ par 
a, + (?a,, a, + <?«,, fl, + 0a,; en eflfet pour /£ = o, JP se réduit ä JP^ et 
^1 > ^2 y ^3 * <i^s constantes qui restent constamment égales a leurs valeurs 

initia les a^ + ^^ij ^a + ^^aj ^s + ^^s- 
Il vient d'autre part: 



/t (1 J dl fij dy^ 



ou puisque F^ ne dépend pas de y,: 






ou pour /i = o 






rf< 



Supposoiia que /i, los <?(«> et les Sa soient nuls ä la fois; il faudra 
alors faire dans F. 

A 

jPj deviendra alors une fonction period ique de t de période T, et 
une fonction périodique de S, et de ffi, de période 2;r. 
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Soit ([) la valeur raoyenne de F^ considérée coinine fonction pério- 
dique de t. Il viendra: 



ti J aö>, a®. 



et de méme 



^% ^ j ^V'' 



Nous devons done choisir S, et ©3 de fa9on a satisfaire aux équations 

difi__dl__ 
V5) dm, ~ dm, ~ ^' 

Cela est toujours possible; en eflFet la fonction (p est périodique en 
©3 et en 0)3 et elle est finie; donc elle a au nioins un maxim um et un 
minimum, pour lesquels ses deux dérivées doivent s'annuler. Quand on 
aura choisi de la sorte fi), et ©3, on verra quc les équations (3) sont 
satisfaites quand on y fait ä la fois: 

Nous pourrons donc tirer des équations (3) les cinq inconnues åa^ 
et da)i sous la forme de fonctions- holoniorplies de /£, 8'annulant avec fi. 
Il n'y aurait d'exception que si le déterminant fonctionnel: 

d{da^ , da, , da, , dm, , dm,) 

était nul. Mais pour /i = o , Aö)^ , Afi)^ et Aoig sont indépendants de 
d(D^ et de ^cö^, de sorte que ce déterminant fonctionnel est le produit 
de deux autres: 

Att. Aa 



) 



'" ' f' ' et ^*^^' • '^®' ' '^'^»^ 



Si Ton supprime les facteurs 'P et — 2''\ le premier de ces déter- 
minants est egal au liessien de ^ par rapport a fi}^ et ©3 et le second 
au hessien de jP^ par rapport a x\yy:\ et x\. 
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Si donc aucun de ces deux hessiens n'est nul, il sera possible de 
Batisfaire aux cinq équations (3) et par conséquent pour des valeurs 
suffisamment petites de /i, il existera une solation périodique de période T. 

C. Q. F. D. 

Nous allons maintenant chercher a déterininer, non plus seuleinent 
les Solutions périodiques de période T, mais les solutions de période peu 
différente de T. Nous avons pris pour point de départ les trois nombres 
^1 j ^3 j ^h 5 nous aurions pu tout aussi bien choisir trois autres nombres 
n'i , wj , ni, pourvu qu'ils soient coin mensura bles entré eux, et nous serions 
arrivés a une autre solution périodique dont la période T aurait été le 

plus petit commun multiple de —tj—t^-t* 

* flj «j ilg 

Si nous prenons en particulier: 

les trois nombres n\ , n'^ , ^3 seront commensurables entré eux puisqu'ils 
sont proportionnels aux trois nombres n^ , w, et n^. 

Il nous conduiront donc a une solution périodique de période: 

T = ' + ^ 
de telle fa^on que nous aurons: 

(6) ^* = J^i(^;Ä, s), yi = 9>l{t yMy^)y 

les ^i et les ^[ étant des fonctions développables suivant les puissances 
de fi et de e, et périodiques en <, mais de fa^on que la période dé- 
pende de £. 

Si dans F nous rempla9on8 les Xi et les y^ par leurs valeurs (4), F 
doit devenir une constante indépendante du teinps (puisque F=const. 
est une des intégrales des équations (i)). Mais cette constante qui est 
dite constante des forces vives, dépendra de /£ et de e et pourra étre 
développée suivant les puissances croissantes de ces variables. 

Si la constante des forces vives B est une donnée de la question 
réquation 

F{ji,e)==B 
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peut étre. regardée comme une relation qui lie e a /£. Si donc nous 
nous donnons arbitrairement B, il existera toujours une solution pé- 
riodique quelle que soit la valeur clioisie pour cette constante, mais la 
période dépendra de e et par conséquent de /£. 

Un cas plus particulier que celui que nous venons de traiter en 
détail est celui ou il n^y a que deux degres de liberté. F ne dépend 
alors que de quatre variables x^jy/,x^, y^ et la fonetion (p ne dépend 
plus que d'une seule variable S^. Les relations (5) se réduisent alors a 

et le hessien de é se réduit ä ~{. D'ou cette conclusion: 

A chacune des racines simples de Féquation (7) correspond une solu- 
tion p§riodique des équations (i), qui existe pour toutes les valeurs de 
fl suflfisamraent petites. 

Je pourrais méme ajouter qu'il en est encore de niéme pour chacune 
des racines d'ordre impair ainsi que nous l'avons vu au § 9, et que cette 
équation admet toujours de pareilles racines puisque la fonetion ^ a au 
moins un maximum qui ne peut correspondre qu'aux racines impaires de 
Téquation (7). 

Revenons au cas ou Ton a trois degres de liberté, et ou la période 
est constante et égale a T, 

Je dis que iz;^ , rr^ , rCg , y, , i/^ , y^ peuvent se développer suivant les 
puissances croissantes de /i. En effet, en vertu du théoréme III § 2, 
les X et les y peuvent étre développés suivant les puissances de /£, et de 
da^ , da^ , da^ , dB^ et dB^. Mais imaginons que Ton ait déterminé les da 
et les dB de fa9on que la solution soit périodique de période T. On 
tirera alors les da et les dB des équations (3) sous la forme de series 
ordonnées suivant les puissances de /i, de sorte que les x et les y seront 
finalement ordonnées suivant les puissances de /£. 

La solution de van t étre périodique de période T quel que soit /£, les 
coefficients des diverses puissances de ji seront des fonctions périodiques de t. 

Remarquons de plus que Ton peut toujours supposer que Torigine 
du temps ait été choisie de telle sorte que y^ s'annule avec tj et que 
cela ait lieu quel que soit [x. ^ Alors pour < =^ o on aura: 

o-=y\ = y\' yi = .... 
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L'existence et la convergence de ces series, étant ainsi établie, je vais dé- 
terrainer les coefficients. 

Pour cela, je vais chercher ä satisfaire aux équations (i) en faisant* 

= a;? + fix\ + fi'x] + 



(8) 



= xl + fiXl + fi^xl + 
= «S + /^ + fi^ccl + 



X, 

Vi = y\ + fiy\ + /i\v? + 
y2 = y\ + wl + v^y\ + 
2/s = 2/S + m\ + /^^yl + 



Dans ces formules rr J , a:J , rr J désignent les valeurs constantes que jWais 
été conduit plus haut ä attribuer ä x^ j x^ et x^ quand je supposais 
/£ = o et qui sont telles que: 



d 



dx\ 



F,{xlxlx';) = — n,, ^^F,{xlxlxl) = -n,, ^.F,(xlx',,xl)= - n,. 



dxl 



On a de plus: 



1/^=11,1 + B, 



Enfin les x\y les </J, les rrj, les y] etc. sont des fonctions du temps quil 
s'agira de déterrainer et qui devront étre périodiques de période T. 

Dans JP, a la place des x et des y, substituons leurs valeurs (8), 
puis développons F suivant les puissances croissantes de /i de telle sorte 
que Ton ait: 

F=tf>, +fi0, +fi'0, +.... 



Il est clair que 



0o = F,(a;?,rrS,rri;) 



ne dépend que des rr^; que 

(9) . <l>i = F,{x1,xi,x',,y1,yl,yl) + x]^+x\^+x\^ 



(i«? 



dxl 



dxl 



' Les chiffres placés en haut et k droite des lett res x el y dans les équations (8) 
sont des indiccs et non des exposants. 
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ne dépend que des o;?, des yj et des x]; que 0^ ne dépend que des irj, 
des y?, des x]j des y] et des a:? etc. 
Plus généralement, je puis écrire: 

0^= e, + ^'^^+ ^2^ + ^3dif = 0, — n,x\ — n,x', — n,oci, 

oii 8i dépend seulement 

des x^i , des x] , , : . et des rrf "^ , 
des yj , des yj , . . . et des yf~' . 
Je puis ajouter que par rapport a yj , yj , yj la fonction ö^ est une 
fonction périodique de période 2;r. L'équation (9) montre que ö, = Ji^i- 
Cela pose les équations diflférentielles peuvent s'écrire, en égalant 
les puissances de méme nom de ./i: 



^_d^_d^_ 

dt dt dt ' 

On trouve ensuite: 

dx\ dP, 

et 

dy} rf(P, eivl _ tZ^, dvJ _ d^, 





dv! 

di - »'»' 


d< "»• 


dx\ JP, 
dt dyl ' 


dirj dP, 
dt dyl 





> "TT" — nr > t;" *^ — "tt » 



et plus généralement: 



(.o'> 



dar i d 0^ 
dt dy i 



et 



ib 



SLT 



dyl d0, de t . d'f\ , d'F, . d'F 



(?< (ia;? cZirJ d»}(i«J dxldx^ dxldxl 

Intégrons d'abord les équations (10). Dans F^ nous remplacerons 
2/ 1 > yS ) yl P^^ leurs valeurs: 

Puisque y? doit s'annuler avéc t , w^ sera nul. Alors les seconds 
raembres des équations (10) sont des fonctions périodiques de / de période 
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I'j ces seconds raembres peuvent donc étre développés en series procédant 

suivant les sinus et les cosinus des raultiples de -^. Pour que les valeurs 

de x] , x\ et x] tirées des équations (lo) soient des fonctions périodiques 
de tj il faut et il sufFit que ces series ne contiehnent pas de termes tout 
connus. 

Je puis écrire en effet: 

ou m^ , Wj , w?3 sont des entiers positifs ou négatifs et oii ^ et A sont des 
fonctions de rr^,rrj,.rj. J'écrirai pour abréger: 

F^ = YiAsincD 

en posant 

O) = my, + }n,if, + m,yl + h. 

Je trouverai alors 

^ = l.Am^ cosö>, ^* = l.Am^ cosö>, m ^^ "^"'a ^^^^^ 

et 

ft) = t{m^n^ + w^n^ + mg^/g) + h + m^tö^ + mgSg. 

Panni les termes de ces series, je distinguerai ceux pour lesquels 

et qui sont indépendants de t. Ces termes existent puisque nous avons 
suppQgé que les trois nombres n^ , n^ et n.^ sont cominensurables entré eux. 
Je poserai alors 

(b = O^sino;, (m,ti, +tnjW, + w,w, = o, fti = /i + WgÄ, + m,tt),) " 

la sommation représentée par le signe S sétendant a tous les termes de 
Fj pour lesquels le coefficient de t est nul. Nous aurons alors: 

-j— = oArn^ cos (O , -j— = oAm., cos o) . 

Acta mathematiea, 18. Imprimé le 16 aofit 1890. |5 
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Si donc on a: 



(,2) 

il viendra: 

(13) s^ 



H. Poincaré. 
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m^ co^o) ~ o. 



Sjm.^ r'o«5oi ^^ o, oAm.^ cosö> = o. 



La promiérc cU*r équatlons (11) est en efFet une eonséqnence des deiix 
autre?, puisque on vertir de la relation w?^i^, + '''.^^'2 + '''y*^3 = o, on a 
identiquement 



V^OAw^ 00>0) + 7i^oA))K^^'(^^0) + 11 ^O A UK^ COi^ O) 



^ o. 



Si donc les relations (12) sont satisfaites, los series S-^w.cosö; ne gou- 
tiendront j)as de terine tönt conini, et les éqnations (10) nons donneront: 



j 



.1 



^^ 






»»,?/, 4- '^S''* "^" ^''c^': 



i'' I + «'2'^ + ^"3^5 



+ ^>J, 



-'Iw.. sin Of 



^i ^y -l7'^L''*i 



+ ^",^' 



+ c;i, 



33 



C'} , ("I et CJ étant trois nouvelles constant(is d^intcgration. 

Il me reste a démontrer que Ton peut choisir les constantes ©^ et 
cDg de fa9on a satisfaire aux relations (10). La fonction ^» est nne fonc- 
tion périodique de w^ et de w,^ qui ne change pas quand Tune de cos 
denx variables augmente de 2r. De plus elle est finie, elle aiira donc 
au inoins un maximum et un minimum. Il y a donc au moins deiix 
manieres de choisir cö^ et w.^ de facon a satisfaire aux relations (12). 

Je pourrais meme ajouter qu'il y en a au moins quatre, sans pouvoir 
toutefois affirmer qu'il en est encore de meme quand le nombre de degres 
de liberté est supérieur a trois. 

Jc vais maintenant chercher a déterminer a Taide des équations (i i) 
l(»s trois fonctlons y] et les trois constantes C], 

Nous pouvons regarder comme connus les .t" et los p^; les x] sont 
connus également aux constantes prés C]. Je puis donc écrire les cqua- 
tions (ii) sous la forme suivante: 



dt 



(h;i d^l 
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oii les H^ représentent des fonctions entiérement connues dcveloppées en 

series suivant les siniis et cosinus des multiples de -7^. Les cocfficients 

de C\ , C\ et Cl sont des constantes que Ton peut regarder comme connues. 
Pour que la valeur de y] tirée de cette équation soit une fonction 
périodique de ty il faut et il suflfit que dans le second meinbre le terme 
tout connu soit nul. Si donc HlI désigne le ternie tout connu de la 
serie trigonométrique H^^ je devrai avoir: 

(PV iPF d^F 

dxidXi dx-idXi dx^dXi 

Les trois équations linéaires (15) déterrninent les trois constantes C\yC\ et C3. 

Il n'y aurait d*exception qui si le déterminant de ces trois équa- 
tions était nul; c' est ä dire si le hessien de F^ par rapport a jj, .Tj et 
x\ était nul; nous exclurons ce cas. 

Les équations (14) me donneront donc: 

les 7j\ étant des fonctions périodiques de t entiérement connues s'annulant 
avec ty et les h\ étant trois nouvelles constantes dMntégration. 

Venons maintenant aux équations (10') en y faisant /c= 2 et i— 1,2,3 
et cherchons a déterminer a Taide des trois équations ainsi obtenues, les 
trois fonctions x] et les trois constantes k\. 

Il est aisé de voir que nous avons: 

oii ii^ dépend sculement des x% des y] et des x\ et ou Ton a, comme 
plus haut: 

— j = 2^Am^ cos (i) . 

%? 

Les équations (10') s'écrivent alors: 

dx] dä, , v^ 1 d^F^ 



dt d 



//i * dijtdijf 
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OU 

( 1 6) -Tf = Ui — K ^Äm^ vii sin cd — kl YiAm^ wi^ sin cd — /rj HAm^ nii sin w , 

H[ étant une fonction périodique de ty que Ton peut regarder comme 
entiérement connue. Pour que Ton puisse tirer de cette équation a?J sous 
la forme d'une fonction périodique, il faut et il suftlt que les seconds 
membres des équations (i6), développés en series trigonométriques, ne 
possédent pas de terraes tout connus. Nous devons donc disposer des 
quantités k] de maniére ä annuler ces terrnes tout connus. Nous serions 
ainsi conduits a trois équations linéaires entré les trois quantités k]; mais 
comme le déterminant de ces trois équations est nul, il y a une' petite 
difficulté et je suis forcé d'entrer dans quelques détails. 
Comme y\ s^annule avec t, on doit avoir: 

k\ = o; 

nous n aurons plus alors que deux inconnues Äj et kl et trois équations 
ä satisfaire; mais ces trois équations ne sont pas distinctes comme nous 
allons le voir. 

Appelons en efifet Ei le terme lout connu de Hl, ces trois équa- 
tions s'écriront: 

El = kloAm^nii sin cd + ÄjS^m,Wi sin o;, 

(17) E^ = kl o Ami sm CD + kl oAnij^m^ sin cd, 

E^ = kloAm^vi^ sin cd + kloAml sin o), 

en conservant au signe de sommation S le méme sens que plus haut. 
Je ne considérerai d'abord que les deux derniéres des équations (17) que 
j'écrirai : 



s 



^^ "^'drodro,'^ ''''d(4 



De ces deux équations on peut tirer A*J et A"J, ä moins que le hessien 
de df par rapport a G)^ et 0)3 ne soit nul. Si Ton donne aux k] les 
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fl 

valeurs ainsi obtenues, les deux derniéres équations (i6) nous donneront 
xl et xl S0U8 la forme suivante: 

iCj = Ca T" ^2> '^3 ^^ S8 T" ^s> 

les ^ étant des fonctions périodiques de t entiérement connues et les 
C? étant de nouvelles constantes d'intégratipn. 

Pour trouver x] nous pouvons, au lieu d'cinployer la premiére des 
équations (i6), nous servir des considérations suivantes: 

Les équations (i) admettent une intégrale: 

B étant une constante d'intégration que je supposerai développée suivant 
les puissances de /i en écrivant: 

2? = B, + /£B, + /i^J5, + . . . , 
de sorte que Ton a: 

0, = B,, 0, =B,: 0^ = B,,..., 

Bq j B^y Bj, etc. étant autant de constantes différentes. 
Le premier menibre de Téquation: 

-= B 

dépend des x^, des yj, des x]j des yj, de xl et de xl qui sont des fonc- 

« 

tions connues de t et de x] que nous n'avons pas encore calculé. De 
cette équation, nous. pourrons donc tirer xl sous la forme suivante: 

x\ = $] + Cl. 

fj sera une fonction périodique de t entiérement déterminée et C\ est 
une constante qui dépend de B^, de Cl et de CJ. 

Nous pouvons conclure de la que la premiére des équations (17) 
döit étre satisfaite et par conséquent que ces trois équations (17) ne sont 
pas distinctes. 

Prenons maintenant les équations (11') et faisons-y k=2] nous ob- 
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tiendrons trois. équations qui nous permettront de déterminer les con- 
stantes C}, C] et Cl et d'oÄ Ton tirera en outre.lcs yl sous la forme: 

//i = 7i + A'?, !/l = V'2 + ^^'2' yl = vl + *!' 



.2 
i 



Ics 7] étant des fonctions périodiques de t entiéreineTit coimues et les Ä 
étant trois riouvelles constantes d'intégration. 

Reprenons ensuite les équations (lo') en y faisant A; = 3; si nous 
supposons k] = o, nous pourrons tirer des trois équations ainsi obtenues, 
d'abord les deux constantes kl et kl, puis les a;J sous la forme: 

les f étant des fonctions périodiques connues de t et les O? étant trois 
nouvelles constantes d'intégration. 

Et ainsi de suite. 
• Voila un procédé pour trouver des series ordonnées suivant les pui$- 
sances de //, périodiques de période T par rapport au temps et satisfai- 
sant aux équations (i). Ce procédé ne serait en défaut gue si le hessien 
de F^ par rapport aux x^ éfait nul ou si le hessien de (p par rapport ä 
ttJj et 0)3 était nuL 

Ce que nous venons de dire s^applique en particulier a une équation 
que Ton rencontre quelquefois en inécanique céleste et dont plusieurs 
géométres se sont déjii occupés. Gette équation est la suivante: 

(18) • ^ + «> + «'/>' =/^R(yt> , <)• 

n et m sont des constantes, /i est un parametrc tres petit et R est une 
fonction de p et de f, développéc suivant les puissances croissantes de p 
et périodique par rapport a t. 

Pour bicn nous en rcndrc couipte, il fiiut d'abord rainener Téqua- 
tion (18) a la forme canonique des équations de la dynamique. Cela se 
fera en posant: 



.//> 



J^2 4 



f et gy étant deux nouvelles variables auxiliaires et Tintégrale j R[pj^)dp 
ét^nt calculée en regardant c coinine une const^inte. On trouve alors: 
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dp_dF dff dF d$ _^ilF 

^^9) di "Ii' di~~d^' di'~^dij' 

auxquelles nous pourroiis adjoindre {yj étant restée juKqu'ici complctement 
arbitraire) Téquation suivante: 

/ N drj dF ' , 

qui compléte un systéme canonique. 

Quand /x = o Tintégrale générale de réquation (i8) 8'écrit 

(20) p = // sn (/// + ^)? ^ = /'/7 en (/// + ^) dn (.9/ + ''«>) 

011 ^ et a> sont deux constantes d'intégration et 011 Ä, ainsi que le nio- 
dule du sinus amplltude sont deux fonctions de g faciles ä déterminer. 
Nous allons changcr de variables; nous prendrons au lieu de^, yy,/> 
et (Ty quatre variables ;r, , y, , .r.^ , y^^ définies comme il suit. Nous aurons 
d'abord: 

^\ -= 7' yi = ^• 

Des équations (20) qui donnent p et tr en fonctions de (ji et de gt + w 
pour /i = o^ on peut tirer g et gt -^ tö en fonctions de ^ et de ö*. 11 
vient: 



N0U8 prendrons alors pour a;, une certaine fonction de;^,(jO,<T) et pour y, 

k désignant la période reelle de sn(rr). 

Si alors x^ a étc convenablement choisi en fonction de ;f, les équa*- 
tions conserveroht leur forme canonique 

dF 



dif, dF 


rf//, . dF 


dx^ 


dF 


rf*. 


'Il " dx/ 


dt t/a:. 


dt 


dy/ 


dt 



dy. 



Il est clair d'aill(?urs que pour /i = o, F ne dépend que de x^ et de rr, 
et non de y^ et de y^. 

Nous nous trouvons donc bien dans les conditions énoncées au debut 
de ce paragraphe. 
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L'équation (i8) a purtout été étudiée par les géométres dans le cas 
oii m = o; il semble au premier abord qu'elle est alors beaucoup plus 
simple. Ce n'est qu*une illusion; en effet, si Ton suppose m = o, on se 
trouve dans le cas ou le hessien de F^ est nul et ce que nous avons dit 
dans ce paragraphe n'est plus applicable sans modification. 

Ce n'est pas que les particularités que présente Téquation (i8) dans 
le cas general ne soient encore vraies pour m = o, toutes les fois du 
moins que fi n*est pas nul. La seule différence, c'e3t qu'on ne peut les 
méttre en évidence par un développement suivant les puissances de /i. 
L'apparente simplitication qua re9ue ainsi Téquation (i8) n'a fait qu'aug- 
menter les difficultcs. Il est vrai qu'on est conduit quand w = o, a des 
series beaucoup plus simples que dans le cas general, mais ces series ne 
conyergent pas comnie nous le verrons dans la suite. 

La méthode exposée dans ce paragraphe s'applique également a un 
cas particulier du probléme des trois corps. 

Supposons une masse nulle C attirée par deux masses mobiles Ä et 
B égales Tune a i — jul et Tautre k jul at décrivant d'un mouvement 
uniforme deux circonférences concentriques autour de leur centre de gra- 
vité commun supposé fixe. Imaginons de plus que la masse G se meuve 
dans le plan de ces deux circonférences. 

Nous verrons plus loin que dans ce cas les équations du mouvement 
peuvent se mettre sous la forme suivante: 



dx, _ dF dx^ _ dF 

> TT — "; — ? 



dt dl/, dt dy^ 

(l) 

dy , _ _ ^ ^ _ _dF 

dt dx^ dt dx^ 

On désigne par rCj la vitesse aréolaire du point C, par x^ la racine 
carrée du grand axe de Torbite de C, par y^ la différence de la longi- 
tude du périhélie de C et de la longitude de B, par y^ Tanomalie 
moyenne. 

D'ailleurs F peut étre développée suivant les puissances de jul et 
Ton a: 

Il est aisé de voir que le hessien de F^ par rapport k x^ et ä x^ est nul. 
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Il semble donc d*abord que les méthodes du present paragraphe sont 
en défaut. Il n'en est rien et un artifice tres simple permet de tourner 
la diffiiculté. 

Led éq nations (i) admettent comme intégrale 

F= C. 

Considérons la constante C comme une donjnée de la question. 

Si alors f>{F) est une fonction quelconqtie de F et f>'{F) sa dé- 
rivée, on aura: 

et les équations (i) pourront s'écrire: 

dxj _if'{F)dV dyt^ 'f'(F)dF 

dt '^ ip'(C) dyi ' dt '^ f'{C) äxi 



GU 



dxi_ d r^jF)-] dyi^_ d ry(F)| 

v^ ) dt dyil<p\G)y dt l^il^\C)\ ' 

Én general, le hessien de ^ ^^ ne sera pas nul. tJ'est ce qui arrive en 
particulier quand 

Les Solutions des équations (i) qtai cofrespöndeht k la valéHr pÄrticuliére 
C de Tintégrale F appartiennent aussi aux équations (i'). 

Considérons maintenant une solution des équations (i) qui soit telte 
que rintégrale F soit égale a une constante C^ différente de C. 

Je dis que cfette öolution appäHiendra encore aux équations (i') 
pourvu qu'on y change t en 







>'«?)• 


i en eflfet: 






dxi 




dF dyi 


dt 




dyi ' dt 
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si on change t en 



ou puisque F = C^ 



^'{C) " ^'"""' 


a. 




dxi f\C,)dF 
dt f\C) dy,' 


dyi 
dt 


fXC,)dF 
<p\C) dx^ 


1 

dx, flF)dF 
dt ^'(C)dy(' 


dyi 
dl 


ip\ F) dF 
ip\V)dxi' 

C. Q. F. D 



Des Solutions de (i) il est donc aisé de déduire celles de (i') et in- 
versenient. 

Les méthodes du present paragraphe sont donc, grace a cet artifice, 
applicables a ce cas particulier du ppobléme des trois corps. 

Elles ne le seraient pas aussi aisément au cas general. Dans le cas 
general en effet, non seulement le hessien de F^ est nul, mais celui de 
<p{F^) est encore nul, quelle que soit la fonction ^. 

De la certaines diflficultés dont je ne parlerai pas ici; j'y revi- 
endrai plus loin et je me bornerai pour le moment a renvoyer le lecteur 
a un travail que j'ai inséré dans le Bulletin astronomique, tome 
I", page 65. 



§ 12. Caleul des exposants caractérlstiqnes. 

Reprenons les équations (i) du paragraphe précédent 

dxi dF dyi dF 

^ ' dt dyi ' dt dxi 

Supposons qu*on ait trouvé une solution périodique de ces équations: 

et proposons-nous de déterminer les exposant^ caractéristiques de cette 
solution. 

Pour cela nous poserons: 

^i = 9^i{t) + Cm tJi = ipi{t) + yji, 
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puis nou8 formerons les équations aux variations des équations (i) que 
noiis écrirons: 

d^^ y d^F y d*F 

(2) 



;{.*-!. 2, 



dt Lm^j^dxidxt * jL^^dxidyt '*' 

et nous chercherons å intégrer ces équations en faisant: 

(3) e. = e«'5,, i7, = c«'T„ 

Si et T< étant des fonctions périodiques de t. Nous savons qu*il existe 
en general six solutions particuliéres de cette forme (les équations li- 
néaires (2) étant du sixiérae ordre). Mais il importe d*observer, que dans 
le cas paiticulier qui nous occupe, il ny a plus que quatre solutions 
particuliéres qui conservent cette forme, parce que deux des exposants 
caractéristiques sont nuls, et qu'il y a par conséquent deux solutions 
particuliéres d'une forme dégénérescente. 

Cela pose, supposons d'abord /i = o, alors F se réduit a F^ eomme 
nous Tavons vu dans le paragraphe précédent et ne dépend plus que de 

Alors les équations (2) se réduisent a: 



(2') ^-o ^ = _v^!^e 

^^ dt -°' dt ^.dxUxV 

K 

% 

Les coefficients de fjt dans la seconde équation (2') sont des constantes. 
Nous prendrons comme solutions des équations (2') 



fl = fj = ^3 == ^» ^1 = 7l) 72 = ^2' 7» = ^SJ 

7j\ , 7j\ et 7]\ étant trois constantes d'intégration. 

Cett« solution n'est pas la plus générale puisqu'elle ne contient que 
trois constantes arbitraires, mais c'est la plus générale panni celles que 
Von peut ramener a la forme (3). Nous voyons ainsi que pour /x = o, 
les six exposants caractéristiques sont nuls. 

Ne supposons plus maintenant que fi soit nul. Nous allons main- 



124 



H. Poiocaré. 



§ 12. 



t^ant chercher a développcr a^S^ et T^, uoq pas suivant les puissances 
croissantes de /£, inais suivant les puissances de yjji en écrivant: 

a = a^yjji + a^fi + oCj/i y'/^ + • • • > 

T, = 27 + T\y/Jl + 27/1 + Tffiyjji + .... 

Je me propose dabojrd d'établir q^ue ce développeojent est possible. 

Montrons d'abord que les exposants caractéristiques a peuvent se 
développer suivant les puissances croissantes de y/Ji. 

D'aprés ce que nous ayons vu au § 10, les exposants caractéristiques 
nous seront donnés par Téquation suivante, en reprenant les notations 
des §§ 9 et 10: 






,ar 



dr. 



• • • 



dr\ 



dr. 

dy9. 



.ar 



dn 



drn 



dyn 

dfi. 



djTn 

dfi. 



yaT 



= O, 



Le premier membre de cette équation est holomorphe en a; de plus 
d'aprés le théoréme III, § 2, les /^ peuvent étre développés suivant les 
puissances de jj, et des ^ (ef. § 9), d'ailleurs d'aprés le § 9 les ^ peuvent 
se riévelopper eux-mémes suivant les puissances de /£. D'aprés cela les 
j^ et le déterminant que je viens d'écrire peuvent eux-mémes étre dé- 
veloppés suivant les puissances de jul. Il résulte de lä que les exposants 
a nous sont donnés en fonctions de /£ par une équation: 

dont le premier membre est holomorphe en a et en /i. ^ 

Si pour /£ = o, tous les exposants a étaient différents les uns des 
autres, l'équation ö = o n'aurait pour /£ = o que des racines sin>ples, 
et on en conclurait que les a seraient développables suivant les puissances 
de [Å (théoréme IV, § 2). 
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1:2& 



Mais il n'en est pas ainsi; nous venona de voir en effet que pour 
^ = o, tous les a sont nuls. 

Reprenons les notations du § ii, notre équation pourra secrire, en 
supposant trois degres de liberté seulement: 



dAa 



d8a. 



-+i-e 



aT 



dåa^ 
dåa^^ 
dåfÅ^ 
dåa^ 
dåa. 



dåa^ 
^Aa, 

(iAa. 



dAa, 
dåa, 

dAa. 



dSa^ 

dAö, 
dda^ 

d^(3, 
dåa^ 

dåa^ 



dåa. 



dAa. 



dåa^ 



+ 1—6 



aT 



dAa^ 
dåo^ 

rfAa, 
~ddÖ~ 

dAa. 



rfA^ 
dåa^ 

d^G>, 
dåa. 



ddiD. 



(2A^, dAo 

dåa^ dåm. 



'-+1 



,aT 



^Aa, 
ddm^ 

ti A a, 
dda^ 

ddm^ 
dAa, 



48m^ 



dd(ö^ dda.^ 

dAg>8 



+ i-fc 



a 7* 



(iAo, 
dåa^ 

dAa^ 

d8m^ 

dS&. 






Cela fait, je pose: 



a 



Åy/^/JL. 



Je di vise les trois premiéres lignes du déterminant par y//l] je di vise en- 
suite les trois derniéres colonnes par y/Ji (de sorte que le déterminant 
lui-méme se trouve finalement divisé par fi^). 

• Je fais ensuite ^ = o. . 

J'observe que d apres ce que nous avons vu au § ii, Aa^,Aa^^Aa^ 
sont divisibles par /£. Si donc j^envisage le premier element de la pre- 
mfére ligne cet element apres la division par yjji s^écrira: 



dAa, I 

yjfidåa^ 



ATy/fi 



>Ji^ 



et quand on y fera ^ = o il dieviendra — ÅT. 
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De méme le second element de la i*" ligne s'écrit: 

et il tend vers o avec jul. 

Ainsi quand on aura fait /i = o, les trois premiers elements des trois 
premiéres lignes s^annuleront a Texception des elements de la diagonale 
principale qui deviendront cgaux a — XT. 

Considérons maintenant Ics trois derniers elements des trois derniéres 
lignes; ils s'écriront: 

-I ou ' 



\l/id3fdi ^n \j/xdåBi 

selon qu^ils appartiennent ou non a la diagonale principale. D'aprés 
ce que nous avons vu au § ii, AfiJ^. est développable suivant les puis- 
sances de /i, des da^ et des dwi^ de plus pour jx = o, Afi)< ne dépend 

pas des da)^. On en conclura que —p^ est divisible par fi: 

Donc quand on fera /i = o, les trois derniers elements des trois 
derniéres lignes deviendront égaux a 

— Ar ou a o 

selon qu'ils appartiennent ou non a la diagonale principale. 

Considérons maintenant les trois premiers elements des trois derniéres 

lignes ^—j^ — ^. D'aprés ce que nous avons vu au § ii, on apour/£ = o: 



ddtijt dxidxt 

m 

Passons enfin aux trois derniers elements des trois premiéres lignes qui 

s*écrivent: 

dAiij 

fiddCDii 

D'aprés ce que nous avons vu au § ii, si dans F^ on substitue a, ,^3,03, 
n^t + tt), , n^t + «>2 , n^t + 0)3 a la place de x^ , x^ , x^ ,^1,^2, //a, on voit 
que F^ devient une fonction périodique de t de pcriode T et si Ton appelle 
i}) la valeur moyenne de cotte fonction périodique, on a pour ^ = o: 
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d'oil 



fl dG)i ' 



dAai ^ j, dV 



fjidåföt 



ddidiöt 



Il importe de remarquer que Ton a identiquement: 



dé . dé , dd> 



^da. 



da. 



da. 



Nous voyons donc que pour /t = o on a: 







/t" T 








A 


O 


O 


d',/> 
da', 


</fi), do^ 


dQ^dlö^ 


O 

• 
• 


— k 


o 


d*4> 
da,da. 


diöl 


d'ifi 
dlö^diö^ 


• 

o 


O 


X 


da, da^ 


d^if» 
dlö^dlö^ 


dGii 


d% 

dx] 


d'F, 
dx^ dx^ 


d'F, 
dx^ dx^ 


X 

• 


O 


O 


d*P, 
dx^dx^ 


d'F„ 
dx] 


d'F, 
dx, dx^ 


O 


X 


o 


d'F, 
dx^dx^ 


d'F, 
dx^ dx^ 


d*F, 
dxl 


o 


o 


X 



En égalant a o ce déterrainant, ön a une équation du 6" degré en X\ 
deux de ses racines sont nulles; nous n'en parierons pas, car elles se 
rapportent aux deux solutions particuliéres de forme dégénérescente dont 
j'ai parlé plus haut. Les quatre autres solutions sont distinctes en general. 
Il résulte alors du théoréme IV, § 2, que nous pourrons tirer de 
réquation 

X (et par conséquent a) sous la forme d*une serie développée suivant les 
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puissances croissantes de y]Ji. J'ajouterai que X peut se développer suivant 
les puissances de [i et que le développement de a ne contient que des 
puissances impaires de yju. En effet les racines de Téquation: 

doivent étre deux a deux égales et de signe contraire (ef. § lo). Donc 
a doit changer de signe quand je change yjji en — - ^/^. 

Démontrons maintenant que S^ et T, peuverrt aussi se développer 
suivant les puissances de ^/^. 

Si et Ti nous sont donnés en effet par les équations suivantes: 

(2") 



dt 



' * Zm^ dxidxjt * ^ dxidyt ** 



Soit ^, la valeur initiale de Si et fi[ celle de T,; les valeurs de 5< et de 
Ti pour une valeur quelconque de t pourront d'aprés le théorérae III, 
§ 2, se développer suivant les puissances de ju, de a, des ^< et des fil. 
De plus a cause de la forme linéaire des équations, ces valeurs seront 
des fonctions linéaires et hornogénes des ^< et des ySJ. ' 

Soit, pour employer des notations analogues a celles du §9, ^< + i^< 
la valeur de Si et fil + ipl celle de T< pour t = T. La condition pour 
que la solution soit périodique c'est que Ton ait 

<f^i = fi = o. 

Les ^i et les ^l sont des fonctions linéaires des fii et des fil] ces équa- 
tions sorit donc linéaires pat rapport å ces quantités. En general ces 
équations n'admettent d'autre solution que 

fii=-fil = o, 

de soWe qlle les équations (2") n'ont d'autre soltition périodique que 

Si = Ti = o. 

Mais nous savons que si Ton choisit a de fa9on a satisfaire a Ö(a,/i) = o, 
les équattons (i") admettent des solutions périodiques autres que 5<=T<=o. 



§ 12. Sar le problémc des trois corps et Ics équations de la dynamiquc. 129 

Par conséquent le déterrainant des équations linéaires ^< = i})[ = o est 
nul. Nous pourrons donc tirer de ces équations les rapports: 

^' et ^' 

^'. ^* /?! 

sous la forme de series développées suivant les puissances de a et de /£. 
^Comme y9| reste arbitraire, nous conviendrons de prendre ^J = i de 
telle sorte qiie la valeur initiale de T^ soit égale a i. Les ^, et les 
p[ sont alors développés suivant les puissances de a et de fx\ inais les 
Si et les T^ sont comme nous Tavons vu développables suivant les puis- 
sances de a, de /i, des ^^ et des y9J et d'autre part a est développable 
suivant les puissances åe yjji. 

Donc* les Si et les T, seront développables suivant les puissances de yjji. 

C. Q. F. D. 
On aura en particulier: 

Comme, d^aprés notre hypothése, ^^ qui est la valeur initiale de T^ doit 
étre égale ä i, quel que soit /£, on aura pour t = o: 

To - ^ rp\ m rpm 

I — 1 , yJ —— JL I — • JL I — • • • —— J. j — — • • • • 

Ayant ainsi démontré Texistence de nos series, nous allons chercher ä en 
déterminer les coefficients. 
Nous avons: 



S? = o, T» = 7? 



et: 



f, = e«'(S? + S]^-n-^ .. .), rj, = d^{Tt + TI ffi + . . .), 



(4) 



dt ~^ 



dSl , ,-dSl 



dt 



+ sll'-^+--- 



Ada matkematiea. 13. Imprlmé le 20 aofit 1800. 



d7]i ^ 
dt "~ 



.a/ 



dT°, , ,-dTl 



dt 



+ v//^^J7 + • 



dt 



+ a77 + av//tT;+... 



17 
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Nous développerons d'autre part les dérivées secondes de F qui 
entrent coinme coefficients dans les équations (2) en écrivant: 

= ^ik "f" l^^ik + P- ^ik "i" • • • 1 



dy i fix t 
d'F 



= B% + tiBl + ti'B',,^.,.. 






dxidxt 

d'F 
dxidyt 



= D% + fi^k + fi^^k + . . . . 



Ces développements ne contiennent que des puissances entiéres de fi 
et ne possédent pas comnie les développements (4) des terines dépendants 
de yjfi. 

On observera que: 

^ik — ^kiJ ^ik — ^kiy ^ik — -^W 

Nous substituons dans les équations (2) les valeurs (4) et (5) a la place 
des f , des oy, de leurs dérivées et des dérivées secondes de F. Dans les 
expressions (4) je supposc que a soit développé suivant les puissances de 
yjjij sauf lorsque cette quantité a entrc dans un facteur exponentiel c*"'. 
Nous identifierons ensuite en égalant les puissances seniblables de 
yjji et nous obtiendrons ainsi une serie d'équations qui permettent de dé- 
terminer successivement: 

Je n'écrirai que les premiéres de ces équations obtenues en égalant 
successivement les ternies tout connus, les ternies en yjji^ les tcrmes en 
/i etc. Je fais d'ailleurs disparaitre le facteur e"^* qui se trouve partout 

Egalons d'abord les termes en ^Jji^ il vient: 
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Egalons les termes en /i, il vient: 
outre trois équations analogues donnant les -t—* . 

CLv 

Si Ton tient comptc maintenant des relations (6), les équations (7) 
deviennent: 



^*'*^ = ^' ^ + oi.Vi = ^^(^lSl. 



dt 



La preiniére de ces équations niontre que SI , SI et SI sont des con- 

dT^ 
stan tes. Quant a la seconde, elle montre que -7—* est une constante; ma is 

comme T} doit étre une fonction périodique, cette constante doit étre 
nulle, de sorte qu'on a: 

(9) »1^? = Cy, /S} + C?3 S3 + c^^si, 

ce qui établit trois relations entré les trois constantes oyj^, les trois con- 
stantes 5^ et la quantité inconnue a^. 
De son coté Téquation (8) s'écrira: 

Les B^t sont des fonctions périodiques de /; développons-les d'aprés la 
formule de Foukier et soit b^j^ le terme tout connu de ffjt> Il viendra; 

.a,Sl ^ E,b,,7]', 

ou en tenant corapte des équations (9), il viendra: 






(10) : a\S] = TMGl^si + cusi + CJ,SJ). 



En faisant dans cette équation (10) i = 1,2 et 3, nous aurons trois 
relations linéaires et homogénes entré les trois constantes S]. En élimi- 
nant ces trois constantes, nous aurons alors une équation du 3°"® degré 
qui déterininera AJ. 
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Si nous posons pour abréger 
Téquation duc ä cette élimination sécrira: 



(") 



'11 



«i 



'21 



'81 



'12 



^22 ^] 



'82 



18 



'28 



'88 



«2 



= O. 



Elle peut encore secrire: 



o 
o 

Kl 



o 

-«1 

o 

^2 
*22 
*82 



O 

O 



a, 



IS 



'28 



'88 



• 10 
^11 

/-10 



/Tro 
^81 



tti 



O 

o 



^12 

^22 

• 10 

^82 



OL, 



• 10 

^18 

Co 



O 



38 



C38 



O 

o 

- a, 



= o, 



La déterniination de a^ est la seule partic du calcul qui présente quelque 
difllculté. 

Les équations .analogues a (7) et a (8) formées en égalant dans les 
équations (2) les coefFicients des puissances seniblables de ^/^, permettent 
ensuite de déterniiner sans peine les a^, les S^ et les T^, Nous pouvons 
donc énoncer le resultat suivant: 

Les exposmits caractéristiquss a sont développables suivant les puissances 
croissantes de yjji. 

Concentrant donc toute notre attention sur la détermination de a^, 
nous allons étudier spécialement Téquation (11). Nous devons chercher 
d'abord a déterininer les quantités 6?^ et &,^. 
. On a évidemment: 



•iLT 



f^ 



d''h 



dxi diCk 
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dy i dyl 



ou 



et- 



J5?4 = ^ ^AniiMk sin 



O) 



(tu - »Miyf + mjyj + mttfl + A) 



bi^ = — S^m^m^ sin CO. 



D'aprés les conventions faites dans le paragraphe précédent, la somma- 
tion représentée par le signe S s^étend a tous les termes, quelles que 
soient les valeurs entiéres attribuées a m^ytn^ et m^. La sommation re- 
présentée par le signe S s^étend seulenient aux teruies tels que 

Wjfnj + n^m^ + n^m^ = o. 

Sous 1^ signe S nous avons par conséquent: 



O) = m„c£)„ + ni^w., + Ji. 



8*^3 



Cela nous perniet d'écrire 



dV 



'ik 



dQidGk 



(pour i et ÄJ = 2 ou 3). 



Si un ou deux des indices i et & sont égaux ä i, b^j, sera défini par la 
relation 

^\K + ^2^.2+ ^36,3 = o. 

Nous allons a Taide de cette derniére relation, transforiner Téqua- 
tion (ii) de fa9on a mettre en évidence Texistencc de deux racines nulles 
et ä réduire Téquation au quatriéme degré. 

Je trouve en efifet par une simple transformation de déterminant et 
en divisant par a\: 



'h 


^ 


% 














«i 





*28 


Ä,2 











«1 


^^33 


^32 





A TO 
^13 


^23 


^33 


«1 





'h 




• TO 
^22 


^82 




• 


«1 


'h 




flO 


(iO 








»'1 



= o. 
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Dans le cas particulier ou Ton na plus que deux degres de liberté, cette 
équation s'écrit: 



ou: 



nia] 



o 

(10 



• 10 



civ 



a. 



dai\ 

C\ o 



o 
o 



= o 



= i^M(A. - 2».«,C'?, + nlCU 



diöl 



L^expression n]C^^ — 2nin^C^i^ + ^aC?i ne dépend que de x^ et xl ou si 
Ton veut de n^ et de w^. Quand nous nous serons donné les deux 
nombres n^ et n^ dont le rapport doit étre commensurable, nous pour- 
rons regarder nJCJ^ — 2n^n^C^2 "^ "^l^^n comrae une constante donnée. 

Alors le signe de a\ dépend seulenient de cclui de -r:^. 

Quand on s*est donné n^ et n^, on forme Téquation: 



(12) 



dé 

dö), ' 



qui est Téquation (7) du paragraphe précédent, Nous avons vu dans 
ce paragraphe qu*a chaque racine de cette équation correspond une*so- 
lution périodique. 

Considérons le cas general ou Téquation (12) n'a que des racines 
simples; chacune de ces racines correspond alors a un maxiuium ou a un 
minimum de <p. Mais la fonction ^ étant périodique présente dans chaque 
période au moins un maximum et un minimum et précisément autant 
de maxima que de minima. 

Or pour les valeurs de co^ correspondant a un minimum, y-^ est 

positif; pour les valeurs correspondant ä un maximum, cette dérivée est 
negative. 

Donc réquation (12) aura précisément autant de racines pour les- 
quelles cette dérivée sera positive, que de racines pour lesquelles cette 
dérivée sera negative, et par conséquent autant de racines pour lesquelles 
af sera positif que de racines pour lesquelles ot^ sera néjz:atif. 
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Cela revient a dire qu'il y aura précisément autant de solutions 
périodiques stables que de solutions instables, en donnant a ce mot le 
méme sens que dans le § fö. 

Ainsi, å ckaque systéme de valeurs de n^ et de n^y correspondront au 
moins une solution périodique stable et une sohition périodiqae instahle et 
précisément autant de- solutions stables que de solutions instables pourvu que 
/£ soit suffisamment petit. 

Je n'examinerai pas ici cominent ces resultats s'étendraient au cas 
ou réquation (12) aurait des racines multiples. 

Voici comment il faudrait continuer le calcul. 

Imaginons que Ton ait détenniné compléteinent les quantités 

Gtj , Otj , . . . , CLff^ 

et les fonctions: 

^i y ^i j • • • } ^i 9 
-'■i 9 -'■i > * • • y -^i y 

ét que lon connaisse les fonctions SJ""*"* et TV" ä une constante prés. 
Supposons qu'on se proposc ensuite de calculer a^^i, d*achever la dé- 
termftiation des fonctions Sf*^^ et T"' et de déterminer ensuite les fonc- 
tions ST^^Vet T^-^^ ä une constante prés. 

En égalant les puissances seinblables de /j, dans les équations (4), on 
obtient des équations de la forme suivante, annlogues aux équations (7) 
et (8) 

j^+ Tj^C^tST^' — a.TT — ot^^-iT? = quantit^ cönnue, 

(13) 



d8\ 



m4-2 



('-1,2,8) 



dt 



+ T.BITT — 0iiST'^^—<^m^iS] = quantité connue. 



Les deux membres de ces équations (12) sont des fonctions périodiques 
de t. Egalons la valeur rnoyenne de ces deux membres. Si nous dé- 
signons par [v] la valeur moyenne d'une fonction périodique quelconque 
Uy si nous observons que si U est périodique on a 

[dU] 
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si nous rappelons que, T^ ctant connu a une constante prés, Tf — \Tf\ et 

[B^IT - [TT])] • 
sont des quantités eonnues, nous obtiendrons les éqiiations sui vantes: 

i:,67,[Är^] — ai[rr] — ot,^,T?= quantité conmie, 
^*6a[^r] — ai[5r+'] — otm+i^J = quantité connue. 

Ces équations (14) vont nous servir a calculer ötm^-i > [^r] ^* ['ST"^^] ^* 
par conséquent a achever la détermi nation des fonctions T,'" et S^^^^ qui 
ne sont encore eonnues qu'a une constante prés. 

Si Ton additionne les équations (14) apres les avoir respectivement 
multipliées par 

q\ 0\ 0\ rpQ rpQ rpo 

on trouve: 

2H^8\T^a^J^y^ = quantité connue, 

ce qui détermine a^^.i. 

Si dans les équations (14) on remplace a^^x par la valeur ainsi 
trouvée, on a pour déterminer les six inconnues [17] et [SJ"*"^] six équa- 
tions linéaires dont cinq seulement sont indépendantes. • 

Cela pose, on déterniinera [Tj"] par la condition que [2T] ^^it nul 
pour / = o, conforinément a Thypothése faitc plus haut, et les cinq équa- 
tions (14) restées indépendantes permettront de calculer les cinq autres 
inconnues. 

m 

IjCS équations . (13) nous permettront ensuite de calculer — ~ — et 



»m+2 



dS 

—-J" — et par conséquent de déterminer les fonctions Tj""*"^ et S^^^ ä une 
constante prés — et ainsi de suite. 



§ 13* SolutimiH asymptot iqtien» 

Soient: 

(i) -TT- = Xf «-l, 5, ...,«) 
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n équations diflférentielles simultanées. Les X sont des fonctions des x 
et de t. 

Par rapport aux x elles peuvent étre développées en series de piiis- 
sances. 

Par rapport a /, elles sont périodiques de période 2r. 

Soit: 

/*• /jr" /I» — /*••' />• — — /*•" 

•l/| •*^'l > •■'2 ""~" "^^i j • • • > "^'ii *""" "^^n 

une solution particuliére périodique de ces équations. Les x^ seront des 
fonctions de t périodiques de période 2r. Posons: 

Xi = Xi 4" s < • 
Il viendra: 

c/f, ^ 



(2) 



rf/ 



i' 



Les Ä seront des fonctions des f et de ty périodiques par rapport a / et 
développées suivant les puissances des f ; mais il n'y aura plus de termes 
indépendants des f . 

Si les f sont tres petits et qu'on néglige leurs carrés, les équations 
se réduisent a 

^3) dt ~ da,? ^' + dxl ^»^" • • • ■•■ d^« *-' 

qui sont les équations aux variations des équations (i). 

Elles sont linéaires et a coefificients périodiques. On connait la forme 
de leur solution générale, on trouve: 



les ^ sont des constAntes d'intégration, les a des constantes fixes qu'on 
appelle exposants caractéristiques, les f> de^ fonctions périodiques de t. 

Äeta wutthematiea, 18. Imprlmé le 1 leptembre 1890. Ig 
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Si alors nous posons: 

fl. = 3^1 j^n + 3^2 j^3l + . . • + 3y„f?i„, 

« 

^2 = 7lf 12 + 72J^22 + • ' • + 7«f?«2» 



f« = n\V\n + 72F2n + • • • + fl^Vnn^ 



les équations (2) deviendront: 

M '-? = « 

oii les //i sont des fonctions de t et des ly de méme forme que le^ S*. 
Nous pourrons d'ailleurs écrire 

(2') ^=Ä/ + //? + ... + Är + ...; 

H\ représente Tensemble des termes de Hi qui sont de degré p par rap- 
port aux fl, 

Quant aux équations (3), elles deviennent: 

(3') J' = m = «.^.- 

Cherchons maintenant la forrne des Solutions générales des équations 
(2) et (2'). 

Je dis que nous devrons trouver: 

iy< = fonction développée suivant les puissances de -4j€"»', ^.^c^**, ..♦, 
A^é^^ dont les coefiFicients sont des fonctions périodiques de t, 

Nous pouvons écrire alors: 

(4') 7i = 7I + 7? + . . . + 3?r + . . . , 

yf^ representant Tensemble des termes de ti^ qui sont de degré p par rap- 
port aux A. 

Nous remplacerons les ly^ par leurs valeurs dans ^f et nous trou- 
verons: 

H\ = //f" + //f'*^' + . . . + //f* + . . . , 
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//f* désignant rensemble des termes qui sont de degré q par rapport 
aux A. 

Nous trouverons alors: 

^ — « y)^ Yi^ '- A ^«'' 

^7« ^ ^0 1/2.8 ^5* ^ ^8 I/3.8 _i_ if 8.t 

^ ^i^i — "i y ^^ a<7< = ^< + //< , 



Ces équations permettront de calculer successivement par récurrence 

V< > 7< > • • • > 7* > • • • • 

En effet K^ ne dépend que des ^\ ^', . . . , ^^~^ Si nous supposons que 
ces quantités aient été préalablement calculées^ nous pourrons écrire K^ 
sous la forme su i vante: 

les y9 étant des entiers positifs dont la somme est q ^t é une fonction 
périodique. 

On peut écrire encore: 

C étant lin coefficient généralement iinaginaire et ;- un entier positif ou 
négatif. Nous écrirons pour abréger: 

Ai^Ai\..Ai^ = A\ a,/9, +«,/?, + ... + ««/?„ == ^oifi, 
et il viendra: 



di 



'- — a.yj] = TCA^e^'^^^'' 



2:afi) 



Or on peut satisfaire ä cette équation en faisant 



,'.-•£ 






140 H. Poincaré. § 13. 

Il y aurait exception dans le cas oii Ton aurait: 

r^^^ + 2^a^ — a, = o, 

auquel cas il s'introduirait dans les formules des termes en ^ . Nous ré- 
serverons ce cas qui ne se présente pas en general. 

Nous devons maintenant traiter la question de la convergence de 
ces series. La seule difiRculté provient d'ailleurs comrae on va le voir 
des diviseurs 

(5) r\/^^i + ^<^p—<^i' 

Gette convergence est une conséquence iminédiate des resultats obtenus 
dans le § 3 mais je préfére en donner une demonstration directe. 
Rempla9ons les équations (2') par les suivantes: 

(2") rj, =\Ä,e-' + ^^ + ^f + . . , + ^p + . , . . 

" ■ ■ » 

Définissons Hf. On voit sans peine que Hf est de la forme suivante: 

G est une constante quelconque, les y? sont des entiers positifs dont la 
somme est p^y est un entier positif ou négatif. Nous prendrons alors: 

Les series ainsi obtenues seront convergentes pourvu que les series tri- 
gonométrfques qui définissent les fonctions period iques dont dépendent 
les H convergent absolument et uniforménient; or cela aura toujours 
lieu parce que ces fonctions périodiques sont analytiques. Quant å e, 
c'est une constante positive. 

On peut tirer des équations (2") les ly sous la forme suivante: 



^)t 



(4") Yj, = llMe'-''A{'A'i^ . . . Ai^é'""^ 

Plusieurs* termes pourront d'ailleurs correspondre aux mémes exposantfi y?. 
Si on compare avec les series tirées de (2') qui sécrivent: 



A fl\ A P% A H* 
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voici ce qu'on observe: i^ M est réel positif et plus grand que \N\. 

2** H désigne le produit des diviseurs (5) {q < S/?). 

Si donc la serie (4") converge et si åucun des diviseurs (5) n^est 
plus petit que e, la serie (4') convergera également. Voici donc com- 
ment on peut énoncer la condition de convergence. 

La serie converge: 

si Texpression 

ne peut pas devenir plus petite que toute quantité donnée e pour des 
valeurs entiéres et positives des y9 et entiéres (positivea ou negatives) de ;-; 
c'est ä dire si aucun des deux polygones convexes qui enveloppe, le pre- 
mier les a et + ^— i , ' le second les a et — ^— i, ne contient Torigine; 

ou si toutes les quantités a ont leurs parties reelles de méme signe 
et si aucune d^elles n'a sa partie reelle nuUe. 

Que ferons-nous alors s'il n'en est pas ainsi. 

Supposons par exemple qu£ k des quantités a aient leur partie réélle 
positive, et que n — k aient leur partie reelle negative ou nulle. Il 
arrivera alors que la serie (4') restera convergente si on y annule les 
constantes A qui correspondént ä un a dont la partie reelle est negative 
ou nulle, de sorte que ces series ne nous donneront plus la solution gé- 
nérale des équations proposées, mais une solution contenant seulement A; 
constantes arbitraires. 

Si on suppose que les équations données rentrent dans les équations 
de la dynainique, nous avons vu que n est pair et que les a sont deux 
a deux égaux et de signe contraire. 

Alors si k d^entre eux ont leur partie reelle positive, k auront leur 
partie reelle negative et n — 2k auront leur partie reelle nulle. En 
prenant d*abord les a qui ont leur partie reelle positive, on obtiendra 
une solution particuliére contenant k constantes arbitraires; on en ob- 
tiendra une seconde en prenant les a qui ont leur partie reelle negative. 

Dans le cas ou aucun des a n'a sa partie reelle nulle et en par- 
ticulier si tous les a sont réels, on a d'ailleurs: 

2 
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Noas aUons tions placer maintenant dans un cas tres particulier. 
Supposons d'abord n = 2^ de telle fa9on que les équations (i) se réduisent ä: 

^ _ Y ^ — Y 

dt ~ ^'' dt ~ ^»* 

Supposons de plus que 

La situation du systéme dépend alors des trois quantités a;^ , ^, et t; on 
peut donc la représenter par la position d*un point dans Tespace; voicr 
quel mode de representation on peut adopter pour fixer les idées: 
Les coordonnées rectangulaires du point représentatif seront: 

a'» cost , e'' sin^ et o?,. 
De cette fa9on 

I®, a tout systéme de valeurs des trois quantités iCj , o:, et f cprres- 
pondra un point de Tespace; 

2^ a tout point de Tespace correspondra un seul systéme de va- 
leurs des quantités x^y x^^ cost , sin/, et par conséquent une seule situa- 
tion du systéme si Ton ne considére pas comme distinctes deux situations, 
qui ne différent que parce que t a augmenté d'un certain nombre de 
périodes 2;r; 

3^ si Ton fait varier ty {x^ et a;, restant constants) le point re- 
présentatif décrit une circonférence ; 

4^ a la condition x^ = x^ = o correspond le cercle a = Oy a;^+y'= ij 

5°. a la condition x^ = — cx) correspond Taxe des z . 

Ä toute solution des équations (i) correspondra une courbe décrite 
par le point représentatif. Si la solution est périodique, cette courbe 
est . fermée. 

Considérons donc une courbe . fermée C correspondant a une solution 
périodique. 

Formons les équations (2), (3), (2') et (3') relatives a cette solution 
périodique et imaginons que Ton calcule les quantités a correspondantes. 

Ces quantités sont au nombre de deux, et en vertu de la relation 
(6) el les sont égales et de signe contraire. 
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Deux cae pieuvent se préöenter: ou bien le ur carré est négatif et la 
solution périodique est stable; ou bien leur carré est positif et la solu- 
tion est instable. 

Pia^^ons-nous dans ce dernier oas et appelons -f a. et -—a les deux 
valeurs de Texpodant a; nous pourrons supposer alors que a est réei 
posttif. 

Cela pose, les series (4') öeront développées suivant les puissances 
croissantes de Äef^* et de JBö~**; mais elles ne seront pas convergentes si 
A et B y entrent å la fois; elles le deviendront au contraire, si Ton y 
fait sbit A = o, soit \B = o. . 

Faisons d'abord A = 0; alörs les tj seront dévcloppés suivant les 
puissances de Be"^'; si donc^ crolt indéfiniment, tj^ et rj^ tendent siniul- 
tanément vers o. Les solutiohs correspohdantes peuVént s*appeler Solu- 
tions asymptotiques; car pour t ^= -{• oOj les rj et par conséqueiit les f 
tendent vers o, ce qui veut dire que la solution asyraptotique se rapproché 
asymptotiquement de la solution périodique considérée. 

Si 6n fait de méme B = o, les ly sont développés suivant les puis- 
sances de Aef^\ ils tendent donc vers ö quand t tend vers — 00. Ge 
sont donc encore des solutions asymptotiques. 

Il y a donc deux series de solutions asymptotiques, la premiére 
correspondant a f = + cx), la seconde a i == — 00. Chacune d'elleh 
contient une constante arbitraire, la premiére JS, la seconde A. 

A chacune de ces series de solutions asymptotiques correspondra une 
serie de courbes se rapprochant asymptotiquement de la courbe fermée 
C et qu*on pourra appeler courbes asymptotiques. L'en8emble de ces 
coqrbes asymptotiques formera une surface asymptotiqae. Il y aura deux 
surfaces asymptotiques, la premiére correspondant a f = + ^^7 la seconde 
k <==» — CO. Ces deux surfaces iront passer par lä courbe fermée C. 

Supposons que dans les équations (i) les X dépendént d'un para- 
niétre /i et que les fonctions X soient développables suivant le? puissances 
de ce paramétre. 

Imaginons que pour /i =? o, les exposants caractéristiques a soient 
tous distincts de telle fa9on que ceS' exposants, étant définis par Téqua- 
tion Ö(a , /i) = o du paragraphe précédent, soient eux-mémes dévelop- 
pables suivant les puissances de /i. 

Supposons enfin qu*on ait, ainsi que nous venons de le dire, aniiuU 



144 « H. PoiDcaré. § 13. 

toutes les constantes Ä qui correspondent a un a dont la partie reelle 
est negative ou nulle. 

Les series (4') qui définissent les quantites Tji dépendent alors de /i. 
Je me propose d'étabHr que ces series peuvent étre développées, non 
seulement suivant les puissances des A^e^^^ mais encore suivant les pui^ 

sances de /i. 

• • • < 

Considérons Tinverse de Tun des diviseurs (5) 

Je dis que cette expression peut étre développée suivant les puissances de fi. 

Soient a^ ^ a, , . . . , a^ les k exposants caractéristiques dont la partie 
reelle est positive et que nous soinmes convenus de conserver, Chacun 
d'eux est développable suivant les puissances de /£. Soit o^' la valeur de 
a, pour /i = O] nous pourrons prendre /i^ assez petit pour que a< différe 
aussi peu que nous voudrons de a< quand |/£{</i^. Soit alors h une 
quantité positive plus petite que la plus petite des parties reelles des k 
quantites a" , aj| , . . . « a^, noud pourrons prendre jn^ assez petit pour que, 
quand \/i\ < fi^^ les k exposants a^ , a, , . . . , a^ ait leur partie reelle plus 
grande que h. 

La partie reelle de j'\—i + ^a^ — ot, sera alors plus grande que 
Ä (s^ ^i > o), de sorte qu'on aura: 

Ainsi si | /i | < /i^ , la fonction 

reste uniforime, continue, finie et plus petite en valeur absolue que t- 

Nous en conclurons d*aprés un théoréme bien connu que cette fonor 
tion est développable suiviant les puissances de /£ et que les coefficients 
du. . développement sont plus petits en valeur absolue que ceux du <Jé- 
veloppement de : , 



Ii est a reinarquer que les nombres h et /t, sont indépendants des entiere 

^ et r- . . ' 
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Il y aurait exception dans le cas ou p^ serait nul. La partie reelle 
du diviseur (5) pourrait alors étre plus petite que h et méine étre ne- 
gative. El le est egal en efifet ä la partie reelle de Sa^ qui est positive, 
moins la partie reelle de a^ qui est également positive et qui peut étre 
plus grande que celle de Sa/?, si /9, est nul. 

Supposons que la partie reelle de Gt< reste plus petite qu'un certain 
nombre \ tant que \fx\ < fi^* Alors si 

(7) ^fi > I + I 

la partie reelle de (5) est certainement plus grande que A; il ne peut 
done y avoir de diffioulté que pour ceux des diviseurs (5) pour lesquels 
rinégalité (7) n'a pas lieu. 

Supposons maintenant que la partie imaginaire des quantités otj , ot^, 
. . . , a^ reste constamment plus petite en valcur absolue qu'un certain 
nombre positif A,; si Ton a alors: 

(8) \j'\>h^^p + h 

la partie imaginaire de (5) et par conséquent son module sera encore 
plus grand que h; de telle sorte qu'il ne peut y avoir de difficulté que 
pour ceux des diviseurs (5) pour lesquels aucune des inégalités (7) et 
. (8) n*a lieu. Mats ces diviseurs qui ne satisfont a aucune de ces inégalités 
sont en nombre fini. 

P'aprés une hypothése que nous avons faite plus haut, aucun d*eux 
ne s*annule pour les valeurs de /i que nous considérons; nous pouvons 
donc prendre ä et ix^ assez petits pour que la valeur absolue de Tun 
quelconque d'entre eux reste plus grand que A quand | /i | reste plus 
petit que /i^. 

Alors Tinverse d'un diviseur (5) quelconque est déVeloppable suivant 
les puissances de jx et les coefficients du développement sont plus petits 
en valeur absolue que ceux de 



a(i 



Nous avons écrit plus haut: 

' Ada mathemaiiea. 18 Tmprimé le 15 aeptombre 1890.. \g 
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D'aprés nos hypotheses, C peut étre développé suivant les puissances de 
/£ de telle sorte que je puis poser: 

Reprenons malntenant los équations (2") en y faisänt: 

^ = *(■ -o ■ 

Les seconds mernbres des équations (2") seront alors des series conver- 
gentes ordonnées selon les puissances de /x, de ^i > ^^ > • • • et tj^. 

On en tirera les ly, sous la foruie de series (4") convergentes et or- 
données suivant les puissances de /i, -4^^"*', A^e^^j . . ., -4*e"*'. 

Des équations (2') nous tirerions d^autre part les yji sous la forme 
de series (4') ordonnées suivant les puissances de /i, -4j6"»' , ilja*'^ , . . . , 
At^"^ ,.e'^~' , 6"'^'^^ Chacun des terines de (4') est plus pctit en valeur 
absolue que le terme correspondant de (4") et comme les series (4") 
convergent, il en sera de méme des series (4'). 



§ 14. Solutions asjftnptottqueH des équations de Va dynamiqne. 

Reprenons les équations (i) du § 11 

dxi (IF dvi (IF 

(i) Tr = 7~' :ir = ~r- ^-"^'^ "^ 

^ ^ ill (fy i dt (Ixi 

et les hypotheses ftiites ä leur sujet au debut de ce § 11. 

Nous avons vu dans ce § 1 1 que ces équations admettent des Solu- 
tions périodiques ot nous pouvons en conclure que pourvu que Tun des 
exposants caractéristiques a correspondants soit réel, ces équations ad- 
niettront aussi des solutions asymptotiques. 

A la fin du paragraphe précédcnt, nous avons envisagé le cas oii 
dans les équations (i) dudit § 13, les seconds membros X^ sont dévelop- 
pables suivant les puissances de /i, mais ou les exposants caractéristiques 
resfent distiiicts les uns des autres pour /i = o. 
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v 

Dans le cas des équations qui vont inaintenant nous occuper, c'eöt ä 
dire des équations (i) des §§ ii et 14, les seconds membres sont encore 
développables selon les puissances de /i; mais tous les exposants carac- 
téristiques sont nuls pour fx = o. 

•Il en résulte un grand nombre de dififérences importantes. 

En premier lieu les exposants caractéristiques a ne sont pas dé- 
veloppables suivant les puissances de /i, mais suivant celles de yjjx (ef. 
§ 12). De méme les fonctions que j*ai appelées ff,.^ au debut du § 13 
(et qui, dans le eas particulier des équations de la dynamique qui nous 
occupe ici, ne sont autres que les fonctions >S, et T^ du § 12) sont dé- 
veloppables, non suivant les puissances de /i, mais suivant les puissances 

de y/fJL. 

Alors dans les équations (2') du § 13: 



dt 



-II i 



le second membre //| est développé suivant les puissances des rjj de é^^j 
6"^^^^ et de yjji (et non pas de /i). 

On en tirera les ly^ sous la forme des series obtenues au paragraphe 
précédent 

et ^ et n seront développés suivant les puissances de ^'fi. 

Un certain nombre de questions se pose alors naturel lement: 

I*', Nous savons que iV et II sont développables suivant les puis- 

sances de y/a«; en est-il de méme du quotient — ? 

2°. S'il en est ainsi, il existe des series ordonnées suivant les puis- 
sances de y(^, des Afi'''^ de e^'~' et de e""''~ qui satisfont forméllement aux 
équations proposées; ces series sont-elles conyergentes? 

3^ Si elles ne sont pas convergentes, quel parti peut on en tirer 

pour le calcul des solutions asymptotiques. 

N 
Je me propose de démontrer que Ton peut développer — : suivant 

les puissances de yjji et que par conséquent il existe des series ordonnées 
suivant les puissances de s[i^, des A^d''^ de e^'~' et de e~^'~' qui satisfont 
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foFinellement aux équations (i). On pourrait en douter; en efifet II est 
le profluit d'un certain nombre des diviseurs (5) du paragraphe précédent. 
Tous ces diviseurs sont développables suivant les puissances de y/^; inais 
quelques-uns d'entre cux,. ceux pour lesquels y est nul, s'annulent avec 
yjji. Il peut dono arriver que II s'annule avec /i et contienne en facteur 

une certaine puissancc de ^Ji. Si alors N ne contenait pas cette inéme 

N 
puissance en facteur, le quotient — se développerait encore selon les puis- 
sances croissantes de y///, mais le développeuient commenccrait par des 
puissances negatives. 

N 
Je dis qu'il n'en est pas ainsi et que le développement de -- ne 

contient que des puissances positives de y/^ti. 

Voyons par quel mécanisnie ces puissances negatives de yjji disparais- 
scnt. Posons: 

et considérons les x et les y cornine des fonctions des variables t et iv. 

Il importe avant d'aller plus loin de faire la remarque suivante: 
panni les 2n exposants cnractéristiques a, deux sont nuls et les autres 
sont deux ä deux égaux et de signe contraire. Nous ne conservorong 
que n — i au plus de ces exposants en convenant de regarder coiniae 
nuls les coefficients. -4< et les variables Wi qui correspondent aux n + i 
exposants rejetés. Nous ne conserverons que ceux de ces exposants dont 
la partie reelle est positive. 

Cela pose, les équations (i) deviennent: 



Wir-V ■ = 



dxi , v^ ^'"^i ^^^^ 

• 



(2) • ii' '^^,'''""dw\- d^r 

^Vi , V^ ^hi ^^' 



Cherchons, en partant de ces équations, a développer les o:, et les y^ — n^t 
suivant les puissances croissantes de yjji et des w de telle fa^on que les 
coefficients soient des fonctions périodiques de t. 
Nous pouvons écrire: 
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car nous avons vu au § 12 cominent on peut dévclopper Ics exposants 

cjiractéristiques suivant les puissances de ^Ji. 

Ecrivoiis d'autre part: 

p 
.^. =^ ^? + ^] \'Ji + ...-- S;rJ7i^ 

!/i — rht = y; + y! v//i + . . . = ^y\ii\ 

les x^ et les ^f étaiit des fonctions de t et des w^ périodiques par rapport 

ä < et développables suivant les puissances de w. 

Si dans les équations (2) et (3) nous substituons ces valeurs ii la 

place de a^, des x^ et des //<; les deux niembres de ccs équations seront 

développés suivant les puissances de yjji. 

p+i 

Egalons dans les deux raembres des équations (2) les coeflficients de/£ ^ , 

et dans les deux meinbres des équations (3) les coefficients de /£*, nous 
obtiendrons les équations suivantes: 

:^''*' 4- v «'«; ''^' - Z" + V '^•^'- ;/'■-' 



(4) • 

^VL 4. V al *.,%-! = 2T - V A'~o 



dt 



• n ■• n A 7 



oii Zf et Tf ne dépendent que de 



^0 ^i ^p-\ 

!/i J Vi } • • • J !/i 



Convenons, conuiie nous Tavons fait plus haut, de représenter par [U] 
la valeur möyenne de U, si U est une fonction périodique de t. 
Des équations (4) nous pourrons alors déduire les suivantes: 



(5) r -.1 " 
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Supposons maintenant qu'un calcul préalable nous ait fait connaltre: 

r^ .r^ .rP—'^ r^ fr''! 

y?;yN...,yr%z/r-[yr]. 

Les équations (5) vont nous permettre de calculer [.rf] et [yf"'] ^* P^r 
conscqucnt o^f et yf~*. Les équations (4) nous permcttront ensuite de 
détenniner 

jf+i _ [,r{-+'] et */'/-[yr], 

de sorte que ce procédé nous fournira par récurrence tous les coeflicients 
des développeijnents de rr, et de y^. 

La seule difficulte est la déterinination de [xf] et [yj'"'] par les 
équations (5). 

Les fonctions [a;f] et [yf"^] sont développées suivant les puissances 
croissantes des %v et nous a Hons calculer les divers terines de ces dé- 
veloppements en cominen^ant par' les ternies du degré le nioins élevé. 

Pour cela nous allons reprendre les notations du § i 2, c'est ä dire 
que nous allons poser: 






—P..=^C% et |-lij_| = /,,, 

OjO ** IjOjoI •* 

Idjii dijtA 



(pour les valeurs nulles de tv). 

Si alors nous appelons Ci t»t tj^ les coefficien ts de 

dans [irf] et [yf"'], nous aurons pour détenniner ces coefiicients les équa- 
tions sui vantes: 

(6) 

Dans ces équations (6) ^ et /i^ sont des quantités connues, parce qu'elle8 
ne dépendent que de 

.'/N z/J - . . • , yr' , .'/f ' - yr'] 
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ou des termes de [rrf] et [y?~^] dout le degré par rapport aux w est plus 
petit que: 

De plus nous avons pose pour abréger 

NoUs avons donc pour le calcul des coefficients f, et ly, un systéme d'équa- ^ 
tions linéaires. Il ne pourrait y avoir de difficulté que si le déterminant 
de ces équations était nul; or ce déterminant est egal a: 

S'[S' ~ (al)'][5? - (ai)'] . . . [S" - (ai_,)1- 
Il ne pourrait s'annuler que pour: 

c'est a dire pour 

?»j + ^Wg + . . . + ?«„_i = o ou I . 

On ne pourrait donc rencontrer de diftlculté que dans le calcul des termes 
du degré o ou i par rapport aux tv. 

Mais nous n'avons pas a revenir sur le calcul de ces termes; en efFet 
nous avons appris a calculer les termes indépendants des w dans le § 1 1 
et les coefficients de 

dans le § 12. 

Les termes. indépendfftits des w ne sont en efFet autre chose que les 
series (8) du § 11 et les coefficients de 

ne sont autre chose que les series Si et T^ du § 12. 

Il me reste a dire un mot des premiéres approximations. 

Nous (fonnerons aux x^ des valeurs constantes qui ne sont autres 
que celles que nous avons désignées ainsi au § 11. 

Nous aurons alors les équations suivantes: 

(7) 
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Dans J''^ qui ne dépend que des a;,, ces quantites doivent étre remplacés 
par Xi, Dans Fj les x^ sont remplacés par rrj et les y,- par flit. F^ 
devient alors une fonction périodique de t dont la période est T. Nous 
désignerons par ^ comnie dans les §§ ii et 12 la valeur inoyenne de 
cette fonction périodique t\', (p est alors une fonctiou périodique et de 
période 2;r par rapport aux y]. 

Les deux preiniéres équations (7) montrent que les yj et les x] ne 
dépendent que des iv. En égalant dans les deux derniéres équations (7) 
les valeurs moyennes des deux membres, il vient: 

(8) 

^r-s I dxi dip 

l^^^^^^^dwt^d^]' 

Ces équations (8) doivent servir a déterminer les y] et les x\ en fonc- 
tions des tv. Peut-on satisfaire ä ces équations en substituant ä la place 
des y? et des x\ des series développées suivant les puissances des m?? 

Pour nous en rendre compte envisageons les équations différentiellefi 
suivantes: 



(9) 



"yi 
dt 


- 5:c?,rri, 


dxi 


di/' 


dt 


dyl 



Ces équations différentielles oii les fonctions inconnues sont les yj et les 
x], admettront une solution périodique 

^\ = o, y? = oh^ 

Bi étant lä quantité désignée ainsi au § 11. 

Les exposants caractéristiques relatifs a cette solution périodique sont 
précisément les quantites a}. Parmi ces quantites nous sounnes convenus 
de ne conserver que celles dont la partie reelle est positive. Les équa- 
tions (9) admettent un systénie de solutions asyinptotiques et il est aisé 
de voir que ces solutions se présentent sous la forine de series développées 
suivant les ^^ puissances des w, Ces series satisferont alors aux équations 
(8). Ces équations peuvent donc étre résolues. 
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liCs x] et les y^ ctant ainsi déterminéa, le reste du calcul ne prcscnte 
plus comme nous Tavons vu aucune difficulté, 11 existe done des series 
ordonnées suivant les puissances de ^^, des w et de 6*'*'^ et qui satisfont 
formellement aux équations (i). 

Cela prouve que le développement de — ne débute jamais par une 

puissance negative de ^J^. 

Malheureusement les series ainsi obtenues ne sont pas convergentes. 

Soit en effet: 

I 



\/ — I T + 2I«/9 — ät 

Si y n'e3t pas nul, cette expression est développable suivant les puissances 
de y/Ji'j mais le rayon de convergence de la serie ainsi obtenue tend vers 

o quand ^ tend vers o. 

Si donc on développe les diverses quantités — suivant les puissances * 

de y^ on pourra toujours panni ces quantités, en trouver une infinité 
pour lesquelles le rayon de convergence du développement est aussi petit 
qu'on le veut. 

On pourrait encore espérer, quelque invraisemblable que cela puis.<;e 
paraltre, qu'il n'en est pas de méme pour les développement^ des diverses 

quantités —; mais nous verrons dans la suite d'une fa9on rigoureuse qu'il 

n'est pas ainsi en general; il faut donc renoncer a ce faible espoir et 
conclure que les series que nous venons de former sont divergentes. 

Mais quoiqu'ellcs soient divergentes ne peut-on en tirer quelque parti ? 

Considérons d'abord la serie suivante qui est plus simple que celles 
que nous avons en vue 

Cette serie converge uniformément quand jj, reste positif et que w reste 
plus petit en valeur absolue qu'un certain nombre positif ir^ plus petit 
que r. De méme la serie: 

I dPF{w ,fi) ^^ nP-^w*" 

p dfJP """ — -^ ( I + iifif 

converge uniformément. 

Åeia nuUhenuUiea. 13. Impriinö le 18 scptembro 18:)0. 20 
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Si maintenant Ton cherche ä développcr F(w , /i) suivanfr les puis- 
sances de /*, la périe ä laquelle on est conduit 

(lo) . Zw;''(— w)V -': 

ne converge pas. Si dans cette serie on néglige tous les terraes oii Tex- 
posant de /jl est supérieur a p, on obtient urie certaine fonction 

Il est aisé de voir qiie Texpression: 

F{ m,/t) — 0p(:w ,f i) 
II'' 

tend vers o quand /x tend vers o par valeurs positives, de sorte que la 
serie (lo) représente asymptotiquement la fonction F{iö y jj) poiif- les 
petites valeurs de fj. de la méme maniére que la serie de Stirling repré- 
sente asymptotiquement la fonction eulérienne pour les grandes valeurs de re. 

Les series divergentes que nous avons appris ä former dans le préseiit 
paragraphe soht tout a fait artalogues å la sene (lo). 

Considérons en effet Tune des series: 

(^^'^ H |j M^^M^^ . . . ivi^e^^^^ = F{yJJi , M?^ , -M^, , . . . , w;, , o 

ces series sont uniformément convergent^s pourvu que les w restent in- 

férieurs en valeur absolue a certaines limites et que ^Ji reste réel. 

• N . 
Si Von développe — suivant les puissances de y///, les series (lo') 

sont divergentes ainsi que nous Tavons dit. Supposons qu'on néglige 
dans le développement les termes oii Texposant de yjji est supérieur a^, 
ön obtiendra une certaine fonction 



• f r -• • i 



qui sera développable suivant les puissances des Wy de e*'*'-' et qui sera 
un polynome de degré p en yjfx. 
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On voit alors que rexpression . .! 

tend vers o quand fx tend vers o pas valeurs positives, et cela quelque 
grand qiie soit p. 

En effet si Ton désigne par H^ ^ensemble des termes du développe- 

inent de — oii Texposant de y/^i est au plus egal a jp, on a: 

F--0p sr^ i /N 



sJfiV 



£;p(s-^^)^^^^"-"^*^'" 



et la série du second menibre est uniformément convergente et tous ses 
termes tendent vers o quand /i tend vers o. 

Oji peut donc dire que les series que nous avons obtenues dans le 
present § 14 représentent les solutions asymptotiques pour les petites 
valeurs de /i de la niéme maniére que la série de Stirling repréåente 
les fonctions euléricnnes. 

On 8'en rendra d'ailleurs mieux compte de la maniére suivante; 
supposonS deux degres de liberté seulement pour fixer les idées; alors 
nous ne conserverons plus qu'une seule des quantités w et nous pourrons 
écrire nos équations «ou8 la forme suivante: 

dxi dxi dF dyi dyi dF 

dt dw dyi^ dt . dw dxi 

en supprimant les indices da et de w devenus inutiles. 

Nous savons qua est développable suivant les puissances impaires 
de yjfi et par conséquent a^ suivant les puissances de /£; inversement fx 
est développable suivant les puissances de a'; nous pouvons remplacer/jt 
par ce développement de sorte que F sera développe suivant les puis- 
sances de a^. Pour a = o, F se réduit a F^ qui ne dépend que de x^ 
et de x^. 

Soit: 

■^.- = Ft(0» Vi = ^i(0 

la solution périodique qui nous sert de point de départ. PosonS; comme 
au § 12 



I 
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hos équntions dcviendront: 

m 

£i et Ili sont développés suivant les puissances des f,, des jy,- et de a'; 

et les coefficients sont des fonctions périodiques de t. 

dP ' 

Pour Gt = o, -f- et par conséquent r^ s'annulent; donc S^ est di- 

visible par a* et je puis poser: 

a^Xi representant l'ensenible des terines du premier degrc par rapport aux 
f et aux jy, et a^XJ representant T^semble des ternies de degré supérieur. 

dF 

De niéme, quand a est nul, j- et par conséquent //^ ne dépendent 

plus quc des f,- et non des tj^. 
Jc puis donc poser: 



Y% + oi^Qi representant Tensenible des termes du premier degré par rapport 
aux $ et rjj pendant que ¥[ + a^Q[ représentent Tensemble des termes 
de degré supérieur au premier. Je suppose en outre que Y^ et Yl ne 
dépendent que de f^ et de f^. 
Posons 

Y^ deviendra divisible par a et Yl par a**de sorte que je pourrai poser: 

y. + a'Qi = aZ„ ^ Yl + a'Ql = a'Zl 
et que nos équations dcviendront: 

- + aw^=aX, + aX,, 

(12) 

dt dw 
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Oonsidérons- les équations: 



(13) 



dt 



= aX,., 



IT - ^^'' 



Ces équations sont linéaires par rapport aux inconnues CJ et jy,. Elles 
ne diflférent pas des équations (2) du § 12, sinon parce que fj et ^, y 
sont rcraplacés par a(JJ et a^. D'aprés ce que nous avons vu au § 12, 
Téquation qui définit les exposants caractéristiques adtnet 4 racines, Tune 
égale a + a, Tautre å — a et les deux autres ä o. 

A la preniiére racine, c^est å dire å la racine + «> correspondra une 
solution des équations (2) du § 1 2 que nous avons appris å former dans 
ce § 12. et que nous avons écrite ainsi: 

Je rappelie que S? est nul et par conséquent que S^ est divisible par a. 
A la seconde racine — a correspondra de raéme une autre solution 
des équations (2) et nous l^écrirons: 

Enfin aux deux racines o, correspondront deux solutions des équations 
(2) que nous écrirons: 

T^ , J-', I^", S\ , 5,'', 5^'" sont des fonctions périodiques de ^, comme S^ et T^, 
De plus S-, SJ', S\*' seront comme Si divisibles par a. 
Posons alors: 

< = ^1^1 + S'A + 5;'tf3.+ sre,, 
5?. = TA + ^^. + T'd, + r;'A, 
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Les fonctions' Oi uinsi déliiiies joueront un röle analogue a celui deg fonc- 
tions Tji du § 13. Les équations (12) deviennent alors 



(M) 






öj > ^3 j ^3 ^^ ^4 ^^^* ^1^^ fonctions déyeloppées suivant les ppissances de 
^1 ? ^3 > ^8 j ^i 6t öt. dont tous les terines sont du 2* degré au moins par 
rapport aux O, et dont les coefficients sont des fonctions péripdiques de 
t. De plus les O doivent ctre des fonctions périodiques de ^ et les .tennes 
du i" degré en w dans 0^ , 0,^ , 0.^ et 0^ doivent se réduire a m;, o , ö et o. 

Ces équations (14) sont analogues aux équations (2') du § 13. 

Cela pose, soit une fonetion qui, de méine que 0^ , ft^ , 6^ et ö^, 
soit développée suivant les puissances de ö, jöj,^^,^^, de a, e'*^ et e~'*^^ 
et qui soit telle que chacun de ses coefficients soit réel positif et plus 
grand en valeur absolue que le coeflicient du ternie correspondaut dans 
^1 ? ^3 > ^a ^^ ^4? tö"8 les termes de seront d'ailleurs, ^oniuié ceux 
des Oi, du second degré au moins par rapport aux 0. 

Observons que le nonibre 



nyj—l 

- + P 



a 



(ou n est entier positif, négatif ou nul, et ou j) est entier positif et au 
moins egal a i) est toujours plus grand en valeur absolue que i, quels 
que soient d'ailleurs w , jp et a. * 
Formons alors les équations: 

* 

(15) d, = iv+0, e, = 0, d^ = d, + 0, 6,^0 

qui sont analogues aux équations (2") du § 13. 

Des équations (14) on peut tirer les 6 sous la forme de series or- 
données suivant les puissances de w et de e=*^'*-» et qui sont analogues 
aux series (4') du § 13. Des équations (15) on peut tirer Ifes 6 sous la 
forme de series ordonnées suivant les puissances des mémes variables et 
analogues aux series (4") du § 13. Chacun des termes de ces derniéres 
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series est positif et plus grand en valeur absolue que le termé corres- 
pondant des premiéres series; si donc elles convergent, il en est de inéme 
des series tirées des équations (14)^ 

Or il est aisé de voir que Ton peut trouver un nonibre w^ indé- 
pendant de a, tel que si |m7| <«;^, les series tirées de (15) convergent. 

II. en résulte que les series ordonnées suivant les puissances de w 
et tirées de (14) convergent uniforniément quelque petit que soit ä et par 
conséc(uent quelque petit que soit /£, ainsi que je Tai annoncé plus haut. 

Nous pössédons maintenant les 6 sous la forme de series ordonnées 
suivant les puissances de w et de 6*'*^; les coefficients sont des fonctions 
connues de a. Si on développe chacun de ces coefficients suivant les 
puissances de a, on obtiendra les Ä déyeloppés suivant les puissances de 
a. Les series ainsi obtenues sont divergentes, comme nous Tavons^vu 
plus haut; soient néanmoins: 

(16) »i = Ö? + ad] + a^d] + . . . + a\d'i + • • • 

ces series. 
Posons: 

^1 = ^1 + ^1? H^ = ^2 ^2) ^3 = ^3 + ^4' ^4 = ^4- 

Posons: 

(17) e, = Ö? + ad] +^^dl + , . . + a^Öf + o^w, 

en égalant 0^ aux p + i premiers termes de la serie (16) plus un terme 
compleinentaire cH^ui, 

Si dans Hi on remplace les di par leurs développements (17), les 
J7, peuverit se développer suivant les puissances de a et on peut écrire : 

H.= efi + oiB] + a'e] + ... + a!"'er\+anji, 

les Öf étant indépendants de a pendant que t^ est développable suivant 
les puissances de a: 

• On aura alors les équations: 

d(^ dd\ , tiÖ? ^^ • ' 
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et ensuite: 

(19) ;r + «'^s^ + «"'^ = «^- 

Voici qucUe est la forme de la fonction C/j; les quantités öf peuvent étre 
regardées comme des fonctions connues de ^ et de m;, définies par les 
équations (i8) et par Téquation (20) que j'écrirai plus loin ; pendant que 
les Ui restent les fonctions inconnues. Alors Ui est une fonction développée 
suivant les puissances de tVj de e*'*'^, de a et des «,-. De plus tout 
terme du g® degré par rapport aux «, est au moins du degré p{q — i) 
par rapport a a. 

Soit Ui ce que devient Ui quand on y annule a et les «,; on aura: 

Je puls ensuite, en posant: 







1 


7;^ u,- 


dfff 
dw 


puis: 










F, = U[ - 


-«i, 


n = ? 


7; + «j, 


V, 



r,= U', — u,, F, = r/;, 

mettre les équations (19) sous la fornies 

du. , du. Tr '''^« I '^^^^i I TT 

dt dto * ^ dt dw ' ' 

(21) 

dt ' c?«; * ^ dt dw * 

On voit alors que les Fi ne contiennent que des termes du 2^ degré au 
moins par rapport a \v et aux w,. 

En effet les di sont divisibles par \v et se réduisent a ic; ou ä o 
quand on y supprime les termes de degré supérieur au premier en w. 
Il en résulte d abord que öf est divisible par ?e;^ D autre part le second 
membre de Téquation (£7) ne contiendra que des termes du i" degré au 
moins par rapport a xv et w^. Donc Si ne contient que des termes du 
2'^ degré au moins par rnpport a w et aux Wj. Il en résulte que les 
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* 

öéiils termes du i*' degré qiii peuvent subsister dans U^, U^j U^ et U^ 
«e féduificnt respectiVement a t^j , -^ w, , u^ et o. 

P'ailléur8 to-r^ est divisible par w^; donc les Vi ne contiennent que 

deg termes du 2^ degré au moins. 

C. Q. F. D. 

Des équations (21) on pöut tirer les ti, sous la forine de series dé- 
veloppées suivant les puissances de w et de e*'*'^. En appliquant a ces 
équations le méme raisonnement qu'aux équations (14) on peut déniontrer 
que ces series convergent quand |u^|<m?j, et que la convergence reste 
unifarme quelque petit que soit a* 

Il en est de méme pöur les series qui représentent -7—* , -^ etc. 

Il résulte de la qu'on peut assigner une limite supérieure indé- 

dit ' fl ti ' 

pendante de a, a w,-, a j^ , j-^ etc, pourvu que |^'| < w^. 

Mais je veux démontrer maintenant que cela a encore lieu pour 
toutes les valeurs positives de ic?. 
Ileprenqns les équations: 

du i (hl i ^^, 

U[ peut étre regardée comme une serie développée suivant les puissances 
de a et des u^ et dont les coeflficients sont des fonctions de t et de w. 
Je dis que cette serie reste convergente quels que soient / et tv pourvu 
que a et les w, soient assez petits. En eflet el le ne pourrait cesser de 
converger que si la fonction: 

cessait (l'étre développable suivant les puissances do a, des v. et des v'i 
quand on y remplace x, par: 

et ifi par: 

«,/ + .< + «.vl + «VI + . • • + «'.»/? + «"«';, 

Aeta matheinatiea. 13. Imprlmé le 23 seplembre. 1690. 21 
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ou, ce qui revient au méme, si la fonction F pour une valeur quelconque 
de t ou å^ w (c'est a dire pour un systéme quelconque de valeurs de ty 
de ' y\ et de yj) cessait d'étre développable suivant les puissances de 
Xi — rr?, et de y^ — w,< — y\. Or il est manifeste qu'il ri'en est pas ainsi. 

Je puis donc toujours trouver une fonction développée suivant 
les puissances de a et des u^^ mais dont les coefficients sont des constantes 
au lieu d'étre fonctions de t et de w coinme ceux de U'i\ et de plus 
m'arranger de telle sorte que le coefficient d'un terme quelconque de 
soit réel positif et plus grand en valeur absolue que le coefficient cör- 
respondant de U[ (i =^ i , 2 , 3 , 4), au moins pour les valeurs de t et 
de tv que j'aurai a cönsidérer. 

J'ajouterai que, d'aprés la forine particuliére des fonctions Z7J, je 
puis trouver deux nombres réels positifs Jlf et y9 tels que la fonction 
satisfasse ä la condition que je viens d'énoncer. si je prends: 

^ M(i + n^ + if, + Ii, -f f/J 
I — /9« — ^ft^^Os + u; + tf, + wj ' 

Si je considére les valeurs de w positives et inférieures a une certaine 
limite W, je devrai prendre, pour satisfaire a cette condition, de nombres 
M et ^ d'autant plus grands que W sera plus* grand; mais tant que W 
sera fini, les nombres M et ^ seront eux-mémes finis. 

Soit maintenant w^ une valeur positive de tv plus petite que w^. 
D'aprés ce que nous avons vu plus haut, il est possible d'assigner pour 
iV = w^ une limite supérieure ä u^ , m^ , u^ et w^; soit u^ cette limite, on 
au ra donc 

Soit maintenant u' une fonction définie par les conditions suivantes 

du' du aM(4u + I ) 

df "^ ^^d^ ~~ I — y9a — 4^aPu ' 

w' = Uq pour w = iv^. 

On aura manifestement pour toutes les valeurs de / et de w: 



§ u. 



Sur 



Or on trouve sans peine: 



■ • 
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^, log — ; nrr (w — «*o) = log — 



et po ur a = o, on trouve: 



I + 4t*' 
I +4^0 



(lo 



Ait 



ce qui montre que u' reste finie quand a tend vers o. 

Nous devpns en conclure que les quantités Ui restent également 
finies quand a tend vers o. 

Il résulte de lä que la serie 

d^i+a0] + a'efl + ... 

représente la fonction 0i asymptotiquement (c'est ä dire ä la fafon de la 
serie de Stirling) ou en dautres terines que Texpression: 



aP- 



tend vers o avec a. En effet ce^ expression est égale ä: 

et nous venons de voir que (^ + w^ reste fini quand a tend vers o. 

Mais ce n'est pas tout*, je dis que -r^ reste fini quand a tend vers o. 
Nous avons en eflfet: 



dV'i 



et 



dt 
dV'i 



d /duÄ 
Tt\dwJ 



+ aw 



d /dUi 






') + '(s) = »z. 



d Ui dut 



+ « 



dV'i 



dw\dw/ ; \dw/ ^^tdv^ dw dw 

son t des fonctions de ^^ de u;^ de a et des u<; mais d^aprés 



du a ^^ dw 

ce que nous venons de voir, nous. pouvons assigner aux w^ des limites 
supérieures; nous pourrons donc en assigner également aux t-^ et aux 



dut 



dw 



Supposons par exemple que Ton ait: 



duk 



<A 



dUj 
dw 



< B (pour w < W), 



A ^t B étant deux nombres positifs. 



1G4 
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D'autre part, nous savoiis qiroii peut' assigwer uiie limite a -7—* pour 



dw 



tv = w^. 



Supposoiiö par exeinple que Ton ait: 



I * 

' I dw 



< w^ pour w = «'p 



Uq étaiit UD nombre posit^f. Soit ensuitc i^' une {pnction définie comme 
il suit: 



dt 



dio 



u' = Uq pour w = IV ^ 



On aura manifestenicnt: 



dvi 
dxo 



<U'. 



Or on voit sans peine que u' ne dépend que du iv et satisfait ä Téquation 

iv'^= «'(4^+ W) + B. 
dw ^ ' 

Donc iC est fiui ; donc -t—' reste finie quand a tead vers. o. Donc on at 
asymptotiquemenl (en eatendant ce mot au uiéjne sens que plus haut): 

d()t dtfi , dti\ , ,d#J , 
dw dw dv) dw 

On déniontrerait de niöme que Ton a asymptotiquement: 



df 

d% 
dw' 



dt "*" ^dt -t- a.^^. -t- ..., 



iS^it 



dw' "^ "dw' "^ " dw' "^ 



Voici donc la conclusion finale a laquelle nous parvenons: 
Lcs series: 



•'■" + slli^A + t^n + • • • . »<<• + yl + vY^y] + /-»i^i + . . . 
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définics dans ce paragraphe sont divergentes, maig clles jouissent de la 
méme propriété qué la serie de Stirling de telle sorte qu'on a asyinpto- 
tiquement: 

•^i = 4 + \I1j^'A + f^A + . . M 
y. = mt + y? + \lJiy\ + iwl 



• • • • 



De plus si 1) est un signe quelconque de difterentiation, c'est a dire si 
Ton pose: 

f 



Df- 



di ^dwidw^ . . . dwt 



on aura encore asyniptotiquement: 

Dxi = Dx^i + y/JiDxl 4- fiDx} + . . . , 

En ce qui concerne Tétude des series analogues a celles de Stirling je 
renverrai au § i d^in^ mémoire que faipublié dans les'Acta mathe- 
matica (toine 8, p^ge 295). 



. t 
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Deuxléme partle. 

Equations de la dynamique et probléme des n corps. 



CHAPITRE I. 
Etude du cas ou il n'y a que deux degres de liberté. 

I 

g 15. Jtepréaentationa fféofnétriques diveraea. 

Keprcnons les equations (i) du § ii 



(O 



dx^ 


dF 


dz^ 


dF 


dt ~ 


dVi' 


dt 


dy t' 


dt 


dF 

dx^ 


dt ' 


dF 
dx^ * 



Nous nous bornerons au cas le plus simple qui est celui ou il n'y a 
que 3eux degres de liberté; je n'ai pas ä m'occuper en effet de celui o\\ 
il ny a qu un degré de liberté, car les equations de la dynamique 
ö'intégrent alors aisément par de simples quadratures. 

Nous supposerons donc que la fonction F ne dépend que de quatre 
variables x^y x^^ y^, y^. ' Nous supposerons de plus que cettc fonction est 
uniforme par rapport ä ces quatre variables et périodique de période 27c 
par rapport a y^ et a y^. 

La situation du systcme est donc définie par les quatre quantités 
Xi 9 x^ , y^ , y^j mais cette situation ne change pas quand y^ ou y^ aug- 
raente de 2;r ou d'un multiple de 27:. En d'autres termes, et pour re- 
preudre le langage du chapitre i*'', a?, et x^ sont des variables linéaires, 
pendant que y^ et y^ sont des variables angulaires. 
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Nous connais8ons iine intégrale des équations (2) qui est la suivante : 

(2) F{x^,x^,y,,y;) = C, 

C déäignant la constante des forces vives. Si cette constante est regardée 
comme une des données de la question, les quatre quantités x et y ne 
sont plus indépendantes; elles sont liées par la relation (2). Il suffira 
donc, pour déterminer la situation du systeme, de se donner arbitraire- 
ment trois de ces quatre quantités. Il devient possible, par conséquent, 
de représenter la situation du systeme par la position d'un point F dans 
Tespace. 

Il pourra arriver en outre pour des raisons diverses que les quatre 
variables x et y soient soumises, non seulement ä Tégalité (2), mais a une 
ou plusieurs inégalités: 

(3) f , (^, f aJ, , Vx y yj > o, f ,(aj, , rr, , y, , yj > o. 

Supposons par exemple pour fixer les idées que les inégalités (3) 

s^écrivent: 

a> x^ > by 

et que Tégalité (2) soit telle que lorsque x^ satisfait a ces inégalités, on 
puisse tirer de la relation (2) la quatriéme variable x^ en fonction uni- 
forine des trois autres x^^y^ et y^. * 

Nous pouvons alors représenter la situation du systeme par un point 
dont les coordonnées rectangulaires seront: 

X = cosy,[i + coAy^{cx^ + (1)], Y = smy^{\ + co^y^{cx^ + rf)], 

Z= 9:my^{(:x^ + rf), 
« • 

c et rf étant deux nouvelles constantes positives telles que 

ca '\' d < i \ cb + (l> o. 

Il est clair en efFet qu a toute situation du systeme, c'est ä dire ä tout 
systeme de valeurs de x^ , y^ et y, satisfaisant aux conditions: 

ö > rr, > Ä , 2r > y^ > o , 2r > y, > o 
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correspond un point do Tespace et un seul, compri» entré \e^ deux tores: 

(i -^ y^^xT^TY^y + z' = {cb + rf)^ 

(i — s/A- + Y^y + Z' = {ca + d)\ 

Et rcciproquemont, a tout point de Tcspace compris entré ces deux tores 

correspond un sygteme de valeurp de x^ , ;/j et y, et un seul, satisfaisant 

aux inégalités précédentes. 

Il peut se faire que les inégalités (3) ne secrivent plus a > x, > 6; 

mais que cependant ces inégalités, jointes a la relation (2) cntrainent 

coinme conséquence 

a > .r, > h. 

Si de plus x^ est encore fonction uniforine des trois autres Variables, le 
méme mode de représentntion géornétrique est encore applicable. 
Nous pouvons nous placor dans un oas plus general encore: 
Supposons que Ton puisse trouver une variable auxiliaire f , jouissant 
de lä propriété suivante. Si x^ j x^y y^ et y^ satisfont a la fois a Tégalité 
(2) et aux inégalités (3), on pourra exprimer x^ et x^ en fonctions uni- 
formes de f, de y^ et de y^. De plus, en vertu des inégalités (3), c ne 
peut devenir infinie et reste eomprise entré certaines limites de telle fa^on 
que Ton a comme conséquence de (2) et de (3) 

Nous pourrons alors définir complétement la situation du systéme 
en nous donnant les trois variables c ;. ?/i ^*t y^y et la représenter par un 
point P dont les coordonnées rectangulaires seront: 

X = cosi/,[i + cos?/,(rc + cT)\ Y = 8in?/,[i + cosy,(cc + d)\ 

Z ^^ Rin//.,(rc + <J) 
avec les conditions: 

c >^o , ca -{- d < \ j ch '\- d > o. 

On voit alors, comme dans le cas précédont, qu\a toute situation du 
systéme correspond un point de IVspaco et un seul compris cnfro les deux 
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tores (4), et réciproquement, qu'a tout point corapris entré cesdeux toreö 
ne peut correspondre plus d'une situation du systéme. 

Il peut se faire que pour x^ = a, (ou plus généralement pour f = a) 
la situation du systéme reste la méme q.uelle que soit la valeur attribuée 
ä y,. Nbus en verrons dans la suite des. exemplen. Cest ainsi qu'en 
coordonnées polaires^ il faut en general pour définir la position d'up poijit 
86 donner les deux coordonnées /> et a>, mais que si on suppose ^ = o, 
on retrouve toujours le méme point, a savoir le. pöle, quel que soit 01. 

Dans ce oas on choisira les constantes c et eJ de telle fa9on que 

ca -}- d = o. 
Le second des deux tores (4) se réduit alors å un cercle; 

Z=o, Z'+ r»= I. 

En chacun des points de ce cercle y^ est indéterminé; mais néanmoinp, 
ootnme pour ^ =^ a la. situation du systéme ne dépend pas de y^j a chaque 
point du cercle Corrcspond une situation du éystéme et une seule. 

On peat dire alors qu'a töute situation du öystémc correspond uti 
point' de Tespacc irrtérieur au premier des deux tores (4) et que réci- 
proqtiementy a un point intérieur de ce tore ne peut correspondre qu'uhe 
seule situation du systéme. 1 

J'énvisagerai encore un autre cas. 

Imaginons qu'én vertu des inégalités (3), f puisse prendre toutes les 
valeurd positives, de telle sorte que: 

a = o, ft = -|- 00. 

Siipposons que pour f = o la situation du systéme ne dépende pas 
de y^ et que pour f = 00, cette situation ne dépende pas de y, . 

Nous pourrons alors représenter la situation par un point dönt les 
coordonnées rectangulaires seront: 

X.= cosyjC^^'"',. Y— siny,c^^»''s Z = fsiny,.. 

Pour ^ = o il vient (quel que soit y^) 

X = cosy^j F=siny,, Z = o. 

Ada tnalhematiea. 13. Imprimé le 38 septembre 18iK). ' 22 
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Le point represen tatiiF se trouve^ sur le cercle 

x' + r = I, .z = o . , ■ ,; ■ 

et sa position ne dépend pas de y^; cela n'a pas d'ineonvénient puisque 
par " hypothése la situation du systéme pour f = o ne dépend pas non 
plus* de y,. 

Pour f = CO, on trouve pourvu que cosy, soit négatif : 



• - ' . ?i' 



X=r=o, Z=8iny,. 

Le point représentatif se trouve alors sur Taxe des Z et sa position ne 
dépend pas de y^y niais pour f = cq, la situation du systéme pe dépend 
pas non plus de j^^. 

Le mode de representation adopté est donc legitime. 

Ge qui précéde a besoin d'étre appuyé de quelques exemples. Je 
n'en traiterai ici que trois. . : 

Le premier de ces exemples est le plus impörtant parce que c'eöl 
un cas particulier du prpbléme des trois corps. Imaginons deux cörps, 
le premier de grande maéi^e, le second de masse finie, mais tres petite 
et supposons que ces deux corps^ décrivent autour de leur centre de gra- 
vite commun une circonférence d'un mouvement uniforine. Considéron^ 
ensuite un troisiéme corps de . masse infiniment petite, de fa^on que son 
mouvement soit troublé par Fattraction des deux premiers corps, mais 
qu'il ne puisse pas troubler lorbite de ces deux premiers corps. Bornons- 
nous de plus au cas oix ce troisiéme. corps sé meut dans le 'plan des 
deux circonférences décrites par les deux premiéres masscs. 

Tel est le cas d'une petite planéte se mouvant sous Tinfluence du 
soleil et de Jupiter quand on néglige Fexcentricité de Jupitcr et Tincli- 
naison des qrbites. 

Tel ^st encore le cas de la lune se mouvant sous Tinfluence du soleil 
et de la terre quand on néglige Texcentricité de Vp.rbite terrestre et Tin- 
clinaison de Torbite lunaire sur Técliptique. 

Nous définirons la position du troisiéme corps par ses elements 
osculateurs ä un instant donné et nous écrirons les équations du mouve- 
ment en adoptant les notations de M. Tissekand dans sa Note des Comp- 
tes rendus du 31 janvier 1887: 
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(5) 



dL dR : 

di dl * 


dl ■ 
di~~ 


dB 
dL 


• 

dG dB 
di ~ da' 


dg 
dt 


dB 
dO 



Jé désignié par a^e et n le grand axe osculateur, lexcentricilé et le 
moyen mouvement de la troisiéme niasse; j*appelle I Tanothalie moyenne 
de cette troisiéme masse et g la longitude de son périhélie. 

Je pose ensuite: 

. ., :; ,. L = ^y . G = y/ci(l — e"). . : . . 

Je chöisis les unités de telle fa^on que la constante de Gauss dolt égäle 
ä ly que le moyen mouvement de la seconde masse soit egal a t et qué 
la longitude de cette seoonde masse soit égale k t. 

Dans ces conditions, Tangle sous lequel la distance des deux der- 
niéres' masses est vue de la premiére ne di£Fére de /4*^ — tjquepar uue 
foniction périodique.de { de période 2;r. 

La fonction 22 est la fonction perturbatrice ordinaire augmentée de. 

— = -=r-, . Cette fonction, ne dépend que de i, de <?, de ? et de Z + ^ — ^, 

car la distance de la seconde masse a . la premiére est constante et la 
distanqe de la troisiéme a la premiére né dépend que de L.y G kt t. 
Cette fonciion, est dViUcurs périodique de période 2;r ,tant par rapport ^ 
I que par rapport k I -{- g — t. , , * ' 

On conclut de la que Ton a: 

aB-dR_ 

et que les équations (5) admettent comme intégrale: 

R + G = const. : i L. 



Nous allons chercher ä ramener les équations (5) ä la forme des 
équations (i). Pour cela nous n'avons qu'ä poser: 

. _. x, = Gy • ''V a?, =^2/, •" • -'• 

": Vi =9 — t, y, =*, 

.vt r:-» ^(^i > ^j > yj > yi) = ^ + ö^i . '. ' 
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et les équations (5) reprennent la forme: 

dxi dB' dy i dF 



(O 



dt dyi dt dxi 



La fonction F dépend d'un paramétre tres petit (x qui est la masse du 
^econd corps et nous pouvons écrire: 

F est périodique par rapport a y^ et y^ qui sont des variables angulaires, 
tandis que x^ et. x^ sont des variables linéaires. Si Ton fait /i = o, JP 
se réduit a F^ et: 

he dépend plus que des variables linéaires. 

Il résulte de la definition inéme de 2/ et de (r en foiictions de « et 
é que- Ton doit avoir: 

L^> O^ OM xl> X\y 

ce qui montre que x^ peut varier depuis — x^ jusqu'ä + rr^. 

Si Ton suppose iCj = + ^a> Texcentricité est nuUe; il en résulte que 
la fonction perturbatrice et la situation du systéinc ne dépendent plus 
que de la différence de longitude des deux petités masses, c*est a dire de: 



On en déduit: 



dF _dF. 



doii: 



(6) 5^ -o, 

d'ou Ton conclurait (puisque la valeur initia le de x^ — x^ est supposée 
nulle) que x^ doit rester constaniment egal ä x^ ; mais ce n'est la pour 
les équations (i) qu'une solution singuliére qui doit étre rejetée. En ce 
qui concerne les solutions »particuliéresD que nous devons conserver, 
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Tiéquation (6) signifie sitnpletnent que quand x^ -^^ x^ atteint la veleur o, 
cette valeur est un inaximum, ce qui est d^ailleurs ufie conséqueuce de 
rinégaUté xl> x]. 

Si nous supposons maintenant x^^= — .x^j rexcentricité sera encore 
nulle, mais le mouveinent sera rétrograde (il Test toutes les fois que x^ 
et x^ ne sont pas de inéme signe); alors jP et la situation du systéme ne 
dépendent plus que de Tangle: 

— l+ff — t = y,—y^, 

ce qui donne: 

dP , dF 

dy, dy^ 

Je vais maintenant traiter la question suivante:' 
Trouver une variable $ tel le que si x^^ x^y y^ , y, satisfont aux éga- 
lités et inégalités (2) et (3) (qui dans le cas qui nous oceupe se réduisent å 

F=V, xl>x]) 

ces quatre quantités peuvent s^exprimer en fönctions uniformes de f ,y, etj/,. 
Je traiterai d'abord la question dans le cas o\\ fi = o et ou 

Envisagcons un plan et dans ce plan un point dont les coordonnées 

sont: 

• ' X = x^ — ^ c, y = a?,. 

Alors les égalités et inégalités (2) et (3) s*écrivent: 

X + ^=o, Y>X + c>—Y. 



Goostruisong la courbe: 



X + ^.= o 



• i 



et les deux droites: 

# 

X-hc^ ±Y. 
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.Ges. droites et icette coiirbe peuYent »étre ' 4^08 déUx situations 4^^* 



» 



réntesy. rqprésentées par tés figores 4 . et 5. : • f ; : , 

Chacune des dcux figures devrait se composer de,dei;ric jmoitiés ;Sy-'' 
métoiques pari rapport ä l*axe des rr, mais hous u'avong. reppés^nté que 
la moitie qui'est au-desstis. de cei axe. Dans. le caa de l(t figure 4,'.la 
courW npus 'Offré deåx årcs utiles-.^C et Df^.pendatit q^e: les arcs AR 
et CD doivent étre rejetés a cause de rinégalité Y^ > {X^ c)\[ Dans 
le cas de la figure 5, il n'y a qu'un are utile BC et Farc AB doit 
étre rejeté. 



Fig. 4. 



Fig. 5. 



ii I i 



< . '■ ■ ,,. *. •-. :• fl 



I 




C,Y 



.' i »i • . I . * . *.»'.. 



• . * 



•i- : t • -J i • . 



Q. X 



< I 



» i 




Lie passage de lä figure 4 a la figure '5 'ée fält quatfd la drblte CD 
devenant tangente a la courbey les deux points (7 et D se confondent 
Cela a lieu pour: 






X = 



I. 



i f 



.:> I 



fil 1 



Nous nous supposerons dans ce qui va suiirre placés dans le cas de 
la figure 4 et nous envisagerons seulement Tarc utile BC; c'est en eflfet 
le cas le plus intéressant au point de vue des applications. ' 

Posons: 

^ x^+x, L + 0' 



i % » 



on voit que f sannule au point C et devient infini au poini B ii que 
quand on parcourt lare BC depuis C jusqu^en Jff, on voit f croitre 
constainment depuis o jusqua + cx). Si donc on se donne f , le point 
correspondant de lare BC sera entiérement déterminéy ' ce qul ^Viebt å 
dire que x^ et x^ sont fonctions uniforri;ies'de f. 






M 



T I 



it 
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Qa'ai1rivera-t-il mMntenätit si fi n^est plasnut/jinaisjseulemeiit tres 

. ■ . ' . ' *» + «i 

et. voyons si en tenant compte des relations' 

(7) F^Cr * e>o, : ir, >o,^ 

x^ et x^ seront^ encbre fonctions uniformes de.f, de* y^ et de; y,. Pour 
qu'il cessåt d'en étre ainsi, il faudrait que le déterminant fonctionnel: 

8'annulåt pour un systéme de valeurs satisfaisant aux conditions (7). Or 

jcela rv arrivera pas si /i est assez petit et si C est assez différent de, - . 

Dans la plupart des applications, ces conditions. seront rempli^as; 
nous: pourbons . donc prendré f comme variable' indépendante; cette va- 
riabla sera essentiellemeut positive et rv, .<et tr, seront fonctions uniformes 
de ^»Vi et y,. , ; 

. Toutefois pour trouver le naode de representation géométrique le 
plus conyénable, il faut eneore faire un*' changeinent de vAriaI:)lea .Pösons: 

, _, , 'l . 

^1 — ^1 + ^2> ^1. — ^1 "T" ^7f 

Apres ce changement de variables^ les équations conserverönt la 

forme canonique: * * ' 

. dx\ dF dy[_ dF 

d^_dF ^i^_^ ' ' " ^ 

dt dy'i • dt dx^ 

__^_^^_^_______^_^_^ : • . • I . . • \ 

' Oq volt aisémeDt poiirQuoi j^écris qetté dcrDi^re retatioD, I ar^ BC oömme od le 
▼oit snr la fignré ést tönt entlor Wdc^ssus de faxe des X, oe qui V^tratoe fiDégalité 
fl^, > O; fl est olair que cette tnégalit^ subsistera eDcbre pour les valeurs suflPisammeDt 

* • • 

petites de /f. •• ^- •.-*■'• i^-« ^ ••> • »• 



/ 
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Oa voit que y[ et y'^ sont encore des variabler angulaires; quaiid en 
effet y[ ou y'^ auginente d*un multiple de 2n ^ y^ et y^ augmentent aussi d'uii 
multiple de 2;r et par conséquent la situation du systeme ne change pas. 

Mais il y a plus; quand on change simultanément y[ et y'^ ei\y[ + tt 
6t J/a + ^ 9 2^3 ne change pas et y^ augmente de 27t. La situation du 
systeme ne change donc pas. 

Cela pose nous représenterons la situation du systeme par le point 
de Tespa^ce qui a pour coordonnées rectangulaires: 

X = cosy;e^~"^ Y=Äny[é'^^\ Z=fsiny;. 

Pour f = o la situation du systeme ne dépend pas de yj et il en est de 
méme du point représentatif qui est alors sur le cercle 

X'+ r = I, Z=o. 

Pour ^=.oo, la situation du systeme ne dépend pas de y[ et il en 
est de méme du point représentatif qui est alors sur l'axe des Z si cos y'^ 
e^t néglEttif et å Tinfini si cosy, est positif. 

A chaqué point de Tespace correspond donc une situation du sys- 
teme et une seiile; réciproquement, a chaque situation du systeme cörres- 
pondenty non pas un, mais deux points de Tespace et en e£fet aux deux 
systemes de valeurs {x\ , x^ , y[ , yj) et (a:I , a;J , y{ + ;r , yi + tt)^ corres- 
pondent deux points différents de Tespacc, mais une seulé situation da 
systeme. 

Les équations (i) admettent les invariants intégraux: 

f{dx^dy^ + dx^dy^) = f{dx[dy[ + dx'^dy'^) 
et - • ' 

fdx^dy^dx^dy^ = fdx[dy[dx'^dy'^. 

Si nous transformons cet invariant par les régles exposées dans le 
§ 7 nous verrons que: 

x^^-dedy.dy, I x\'dXdYdZ 



,dF ,dP 



est encore un invariant integral. 
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Comme ^ est essentiellement positif, la quantité sous le signe f est 
de méme signe que: 

,dF ,dF _ dF dF 

Or pour /i = o, on trouve: 

dF dF^_ i 

Si nous nous supposons placés dans le cas de la figure 4 et sur Tarc 
jBC, nous devons supposer: 



C>Ij X] <Xl y O <X^ < I, 



d'ou Ton tire 



«i — i*» 3a?, — 2C<3x^ — 2.l= i{x, — i) <o. 

dF dF 

Ainsi x^- \- x^j- ^s* toujours négatif quand (i est nul. Il ^11 

sera encore de mérne quand /i cessera d'étre nul, pourvu que C soit assez 

différent de -. 

2 

Dans ces conditions Tintégrale: 

x[^dXdYdZ 



est un invariant positif. 

Pour JU ^ o, les équations (5) 8'intégrent aisément comme on le sait 
et on trauve: 

L = const., G = const., g = const., / = w< + const. 

Les Solutions ainsi obtenues sont représentées dans le mode de repre- 
sentation géométrique adopté par certaines trajectoires. Ces trajectoires 
80Dt fermées toutes les fois que le moyen raouvement n est un nombre 

Aäa maihemaUoa. 18. Imprimé le 3 octobre 18M. 23 
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coinmensurable. Elles sont tracées sur des surfaces trajectoires qui ont 

pour équation générale 

f = const. 

et qui sont par conséquent des surfaces de revolution fermées analogues 
ä des tores. 

Nous verrons dans la suite comment ces resultats sont modifiés quand 
/£ n*est plus nul. 

Conime second exemple, je reprends Téquation dont j'ai déja parlé 
a la fin du § 1 1 

B étant une fonction de /? et de /, holomorphe par rapport k p et 
s'annulant avec p et périodique par rapport ä /. Gette équation peut 
sécrire en reprenant les notations du paragraphe cité: 

dF 



dp dF 


da 


dF 


d$ dF 


dij 


dt da ' 


dt 


dp' 


dt dtj 


dt 



d$ 



avec: 



f=f, '£=., F^Z-+"-f + ^-,fR(„D,, + , 



Posons: 



I 



(T = \Jn\2x^ COS?/j, p = -_^y/2.ej «»n?/, . 



Les équations conserveront la forme canonique des équations de la dyna- 
mique et la fonction F dépendra de deux variables linéaires x^ et yj et de 
deux variables anglilaircs y^ et c- 

On voit aiséinent qne quand on se donne la constante des forces 
vivcs C , x^ , 1/^ et f, la quatrieme variable tj est entiérement déterininée; 
on a en effet: 

Pour .^j = o, la situation du systeuio ne dépeud pas de y,. Nous 



% 
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pouvons donc adopter pour représenter cette situation le poiiit dont les 
coordonnées sont: 

X = cosfc'»""»"'^ Y = sinfe'»^**»»", ' Z = x, siny^. 

A chaque situation du systéme correspond ainsi un point de Tespace 
et inversement. Il faut excepter les points a Tinfini et les points de Taxe 
des. Z qui nous donneraient iCj = oo et par conséquent un resultat illusoire. 

Comme troisiéme exemple, envisageons un point mobile pesant se 
raouvant sur -une surface parfaitement polie et dans le voisinage d*une 
position d'équilibre stable. 

Prenons pour origine le point le plus bas de la surface; pour plan 
des xy le plan tangent qui sera horizontal; pour axes des x et des y les 
axes de Tindicatrice de fa9Qn que Téquation de la surface s'écrive: 

^{x y y) étant un ensemble des terraes du 3""® degré au moins en x et en 
y et /£ un coefficient tres petit. 

Nous au rons alors en appelant x' et y' les projections de la vitesse 

sur les axes des x et des y 

* • 

1? «'* . 2/'* . 

^ = T + T + ^^\ 

dx_dF^ dy__dF dx' dF ' d}^ dF 

dt dx dt dy'^ dt dx ^ dt dy 

Changeons de variables en posant: 



^2x 

X = -^ cos y, , a;' = y/2x^ *^ga sin y, , 

yjga 



U 2x 

y = 47-^ cos y.^, y' = yj2x^yyh^\ny^. 

Les équations différentielles conserveront la forme canonique des équa* 
tions de la dynamique. L'équation des forces vives s'écrit: 
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tp désignant la tnéme fonction que plus haut, mais traDsformée par le 
changement de variables. Comme x^ et x^ sont éssentiellement positifB 
(ainsi d'ailleurs que les coefilcients a et &), Téquation des forces vives 
inontre que ces deux quantités restent toujours inférieures a une certaine 
limite. D^aprés la definition de la fonction (p cette fonction 8'annule avec 
x^ et iCj, et il en est encore de méme de ses dérivées partielles du i*' 
ord re. Nous en conclurons que ji étant tres petit, la fonction ixip et ses 
dérivées du i*' ordre ne pourront jamais dépasser une certaine limite 
supérieure tres petite. Nous pouvons donc écrire: 



dip 



<^\' "t <\/\- 



• 

Faisons maintenant x^ = $x^ ; le rappört $ sera éssentiellement po- 
sitif. .L'équation des forces vives devient: 

(9) ^i{y/g^ + \/gh^) + P-g<F{^^ , ^^, , V^ , V^ = O. 

La dérivée du premier membre de (9) par rapport ä x^ 8'écrit: 

>h^ + V^f + 1^9%^ + /^^^ J^ • 

En vertu des inégalités (8), cette expression -est toujours positive, ce qui 
niontre que Ton peut tirer de l'équation (9) x^ en fonction uniforme de 
f,f/j et y,, et par conséquent que la situation du systéme est compléte- 
ment définie par les trois variables y^ , y^ et f . 

Pour f = o la situation ne dépend pas de yj , pour ^ = cx) elle ne 
dépend pas de y,. 

Nous représenterons donc cette situation par le point: 

X = cosy,e^^"% r = siny^c^^^"^', Z = c siny,. 

A chaque point de Tespace correspondra ainsi une situation du sys- 
téme et réciproquement. 

Les exemples qui précédent suflfiront, je pense, pour faire comprendre 
1'importance du probléme qui va nous occuper dans ce chapitre et la 
fa9on dont on peut varier les modes de representation géométrique. 



§ 16« Sur le probléme des trois oorps et les équatioos de la dynamique. 181 



CHAPITRE II. 
Etude des surfaces asymptotiques. 

§ 16. Exposé du probléme. 

Reprenons les équations de la dynamique en supposant deux degres 
de liberté seulement, et par conséquent quatre variablefi x^yX^^y^ et y^. 
D'apré8 ce que nous avons vu aux § 14 ces équations admettent certaineg 
Solutions particuliéres remarquables que nous avons appelées asymptotiques. 
Chacune de ces solutions asymptotiques est représentée, dans le systéme 
de representation géométrique exposé au paragraphe précédent, par cer- 
taines courbes trajectoires. L'ensemble de ces courbes engendrent certaines 
surfaces que nous pouvons appeler surfaces asymptotiques et que nous 
nous proposons d*étudier. 

Ces solutions asymptotiques peuvent se mettre sous la for me suivante: 

w étant egal å Ae^'j et A étant une constante arbitraire. De plus ^^ 
Ft > F« ®* F4 ®^"*' (P^^ rapport h, t j w étant regardé un instant comme 
une constante) des fonctions périodiques de période T et n^ T et n^ T 
sont des multiples de 2;r. 

Si entré les équatioos (i) on éliraine t et w, il viendra: 

et ces équations peuvent étre regardées comme définissant nos surfaces 
asymptotiques. Nous avons vu ensuite que si Ton cherche a développer 
Fl ' Ft > Fa ®* F4 suivant les puissances de ^Ji^ on arrive a des series qui 
sont divergentes, mais que ces series représentent néanmoins asymptotique- 
ment ces fonctions lorsque p. est tres petit. 

Je rappelie que je conviens de dire que la serie 

A,+Ä,x+... + A,x^ + ... 
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représente asymptotiquement la fohction F{x) pour x tres petit, quand 



on a: 



,. F(x)— A^ — A.x -- .. — ApxP 

lim — ^— ^^ — = o pour X = o. 

J'ai étudié dans les Acta mathematica, tome 8, les propriétés des 
series divergentes qui représentent asymptotiquement certaines fonctions 
et j*ai reconnu que les régles ordinaires du calcul sont applicables a 
ces series. Une égalité asymptotique, c'est a dire une égalité entré une ^ 
serie divergente et une fonction qu'elle représente asymptotiquement, 
peut subir toutes les operations ordinaires du calcul, a Texception de la 
différefttiation. 
Soient donc 

les series divergentes ordonnées suivant les puissances de y/Ji qui repré- 
sentent asymptotiquement ^, , ^^ , ^^ , f 4. 

Nous aurons alors les quatre égalités asymptotiques: 

^1 = <y,(' , W; , y/Jj), X^ = (T^{t , tv , yj]l)y 

(3) 

Nous pourrons éliminer t et w entré ces égalités d'aprés les régles ordi- 
naires du calcul et nous obtiendrons ainsi deux nouvelles égalités asymp- 
totiques: 

(4) 0^, = ^i(yi . /A y yj?y '^, = ^S(»i y Vit y y/i^\ 

ou 5j et s^ sont des series divergentes ordonnées suivant les puissances 
de yjji et dont les coefficients sont des fonctions de t/j et de t/^. 

En general, il n^est pas permis de diiférentier une égalité asymp- 
totique; mais nous avons démontré directeinent a la fin du § 14 que 
dans le cas particulier qui nous occupe, on peut difFérentier autant de 
fois que Ton veut les égalités (3), tant par rapport a t que par rapport ä tv. 

Nous pouvons en conclure qu'il est permis cgalement de difFérentier 
les égalités (4) autant de fois qu'on veut par rapport a ?/, et a y^. 

Nous nous proposons d'étudier les surfaces asymptotiques définies 
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par les équations (2). Les fonctions iCj = /| , a;^ = f^ qui entrent dans 
ces équations devront satisfaire aux équations 

dFdz^r^dFdx^dF_ 
dx^ dy^ dz^ dy^ dy^ "" ' 

d^dj^ dFd^ dF^ _ * 
dx.dy^ dx^dy^ dy^"' 

Nous allons procéder par approximations successives; dans une premiére 
approximation nous prendrons pour équations des surfaces asymptotiques 
les équations (4) en nous arrétant au second terme des series (c'est a dire 
au terme en ^^i) inclus^ement. Uerreur commise sera alors du méme 
ordre de grandeur que fi. 

Dans une seconde approximation, nous prendrons encore pour équa- 
tions des surfaces asymptotiques les équations (4), mais en prenant un 
plus grand nombre de termes dans les series. Nous pourrons en prendre 
un assez grand nombre pour que Terreur commise soit du méme ordre 
de grandeur que /jt^, quelque grand que soit p. 

Enfin dans une troisiéme approximation, nous chercherons a mettre 
en évidence les propriétés des équations exactes des surfaces asymptotiques, 
c'est a dire des équations (2). 

Nous devons donc d'abord chercher a former directement les series 
5j et 5j des équations (4). Ces series, substituées a la place de x^ et de 
a;^, doivent satisfaire formellement aux équations (5). 

Nous sommes donc conduits a chercher des series ordonnées suivant 
les puissances de ^Jty qui satisfassent formellement aux équations (5). Les 
coefficients de ces series seront des fonctions de y^ et de y^ qui ne devront 
pas changer quand y^ et y^ augmenteront respectivement de n^T et n^T, 

Mais nous trouverons une infinité de series qui satisfont ä ces condi- 
tions. Comment distinguer panni celles-la, celles qui doivent entrer 
dans les égalités (4)? Nous avons vu plus haut que dans notre mode 
de representation géométi^ique, la solution périodique considérée est repre- 
sentée par une courbe fermée et que par cette courbe fermée, passent 
deux surfaces asymptotiques. On passé de Tune ä Tautre en changeant 
^/^ en — y/fi\ 

Si donc daiis les équations (2) on change yZ/l en — yjji, on obtient 
une seconde surface asymptotique qui doit couper la premiére. 
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En d^autres terines, si on considére les deux siirfaces asymptotiqueg 
ainsi obtenues comme deux näppes d'une inéme Aurface, on peut dire 
que cette surface a une courbe double. . 

Soit 5f et 5j la somme des p premiers termes des series s^ et s,, 
les équations: 

(6) ' 

représenteront deux surfaces qui différeront peu des deux näppes dont 
je viens de parler et qui par conséquent devront se couper. 

Si Ton considére ces deux surfaces comme deux näppes d'une surface 
* unique, on peut dire que cette surface unique présente une courbe double. 

Nous verrons dans la suite que cette jcondition suffit pour faire 
distinguer les series 5, et s^ parmi toutes les series de méme forme qui 
satisfont formellement aux équations (5). 



§ 17. Premiére approxinKUiati. 

Reprenons nos hypothéses ordinaires, a savoir: que quatre variables, 
deux linéaires x^ et x^-, deux angulaires y^ et y^ sont liées par les équa- 
tions: 

dx^ dF dx^ j_ dF 

dt '~ dy/ dt ■" dy/ 

(O 

dt dx^ ' dt dx^ 

Que la constante G des forces vives étant regardée comme une des 
données de la question, ces quatre variables satisfont ä Téquation: 

(2) J\^, , ^. . y, , yj = ^^ 

de telle fa^ön qu'il n'y en a que trois d'indépendantes. 

Que Ton a adopté un mode de representation géométrique tel qu*a 
toute situation du systéme correspond un point représentatif et réci- 
proquement. 
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Que F dépend d*un paramétre tres petit /i, de telle fa9on qu'on 
puisse développer F suivant les puissances de /j et éerire: 



Que F^ ne dépend que de x^ et x^ et est indépendant de y^ et de y^. 

Ces conditions sont remplies dans le cas particulier du probléme des 
trois corps qui nous a servi d'exemple au paragraphe précédent. 
X Supposons que pour certaines valeurs de .r^ et de x^, par exemple 
pour: 



les deux nombres: 



•Cj — uTj j X>^ — X^ 



^' et -^- 



(que j'appellerai pour abréger n^ et n^ sont commensurables entré eux. 
D^aprés ce que nous avons vu dans le § 1 1 a chaque valeur com- 

mensurable du rapport — correspond une équation 



dib 

qm portait le n° 7 dans le paragraphe cité, et a chaque nicine de cette 
équation (7) correspond une solution périodique des équations (i). 

Nous avons vu ensuite dans le § 12 que le nombre des racines de 
Téquation (7) est toujours pair, que la rnoitié de ces racines correspond 
a des Solutions périodiques stables et Tautre moitié a des Solutions instables. 

Les équations (i) ont donc si /i est assez petit des solutions périodiques 
instables. 

Chacune de ces solutions périodiques sera représentée dans le mode 
de representation adopté par une courbe trajectoire fermée. 

Nous avons vu au § 13 que par chacune des courbes fermées qui 
représentent une solution périodique instable, passent deux surfaces tra- 
jectoires dites asymptotiques sur lesquelles sont tracées en nombre infini 
des trajectöires qui vont en se rapprochant asymptotiquement de la courbe 
trajectoire fermée. 

Acta mcUhemaHea. 13. Imprimö le 8 octobre 1890. 24 
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Les équations (i) nous conduisent donc a une infinité de surfaces 
trajectoires asyraptotiques dont je me propose de trouver réquation. 

Voyons da bord sous quelle forrae se preRcnte en general Téquation 
d'une surface trajectoire. Gette équation pourra sécrire 

0^ et <l)^ étant deux fonctions de y, et de y^ qui doivent étre choisies 
de telle sorte qiie Ton ait identiquement: 

Ges deux fonctions (P, et 0^ devront d^ailleurs satisfaire a deux 
équations aux dérivées partielles: 

ilF (Ix, , ^' ^1 , ^ __ 
dx^ dy^ dx^ dy^ dy^ "~ 

(3) 

^^ dFdx, . dFdx^ . dF 

dx^ dy^ dx^ dy^ dy^ 

Il pourrait d'ailleurs nous suflFire d^envisager la premiére de ces équa- 
tions, car on peut en faire disparaitre x^, en reinpla9ant cette variable 
par sa valeur que Ton peut tirer de (2) en fonction de rr^ de y, et de y,. 

Voici comment nous procéderons pour intégrer les équations (3)«en 
supposant que x^ et x^ sont tres voisins de x\ et de x\j et que le rapport 

~ est commensurable. 

Nous supposerons que x^ et x^ sont développés selon les puissances 
de yjjt et nous écrirons: 

^1 =. A + ^1 v^/i + AlJ- + Af^\lJi + '-'j 

(4) 

x^ = xl + x\ y//l + xljUL + xl/i ^//Jt + . . . , 

et nous chercherons ä déterminer les fonctions x\ de telle fa9on qu'en 
substituant dans les équations (3) a la place de x^ et de rr, leurs valeurs 
(4), ces équations soient satisfaites formellement.* 



71' 

* Si arj et ^rj «$taient thoisis de telle sorto que le rapport — soit iocommeDsarablo, 
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• Si dans F nous substituons a la plaoe de x^ et de a?, leurs valeurs 

(4), F deviendra développable suivant les puissances de yjji et on pourra 

écrire 

F=H,+ ffiH, + fiH, + fiy/JiH, + .... 

On voit d'ailleur8 sans peine que: 

Ä, = i^,(a;?,a;S,y, ,y,) 



2 



et plus généralement: 

öjk ne dépendant que de yi , y^ , a;J , r»! , . . . , irj~^ , icj , a?J , . . . , x^^^j et en 
posant pour abréger 

r__!^ jif__-^:^ iST--^!^ 

La preraiére des équations (3) nous donne alors, en égalant les puissances 
semblables de ^/^^J, une suite d^équations qui nous permettront de déter- 
miner successivement rrj , a?} , a;J , . . . , a^f . 

Nous pouvons toujours supposer que n^ = o. Car si cela n'avait 
pas lieu nous poserions: 

x[' = ax^ + bx^, yX = %, — cy^, 
rri' = cxy -f dx^y yj' = — Z^^ + ay^, 



OD pourrait se conteoter de déve^opper x^ et ;«;^ suivant les puissances de /i (et non de \'/i). 
On arriveralt ainsi å des series, qui It la vérité ne seraient pas convergentes au scns 
géométrique du mot.; mais qui comme celles de M. Llndstedt ponH*aient rendre des ser- 
vices dans certains cas. 
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a j b , C ^ d étant quatre nombres entiers tels que 

ad — be = I . 

Apres ce changement de variables les équations conservent la forme 
canonique. 

La fonction F qui est périodique de période 2;r par rapport a y, 
et ä ^2, est encore périodique de période 27r par rapport a yj' et a t/i'. 
Le changement de variables n'a done pas altéré la forme des équations (i). 

Les nombres n^ et n^ sont remplacés par deux nouveaux nombres 
nj' et n^' qui jouent par rapport aux équations transformées le méme 
r61e que n^ et n^ par rapport aux équations primitives et Ton a: 

n[' == dtii — cn^, 
n'<l = — 6wi + an^ . 

Mais le rapport de n^ ä w, étant commensurable par hypothése, il est 
toujours possible de choisir les quatre entiers a^b^c^d de telle sorte que 

Wo' = — bn^ •+ ^^3 = O- 

* 

Nous pouvons done, sans restreindre la généralité, supposer que n^ 
soit nul; c est ce que nous ferons jusqu^a nouvel ordre. 

Nous supposerons en méme temps WjT= 2;r. 

Si apres cette simplification, nous égalons les coefficients de y/^ dans 
les deux membres des deux équations (3) 11 viendra 

dx\ dz\ 

(5) -**Mi.-r-">¥. = ° 

ce qui montre que x\ et x\ ne dépendent que de y^, 

Egalons maintenant les coeftieients de fi dans les deux membres de 
la premiére des équations (3), il viendra, en tenant compte des équations (5): 

(6) - n^ ;! "' - (Ma:{ + Nx^ '^ + f « = o. 

Nous nous proposerons dans ce qui va suivre de déterminer les 
fonctions x\ de telle fa9on que ce soient des fonctions périodiques dey,, 
qui ne doivent pas étre altérées quand, y^ conservant . la méme valeur, 
y^ augmentera de 2;r. 
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Nos fonctions pourront alors étre développées en series trigonomé* 
triques suivant les sinus et cosinus des multiples de y^, Nous conviendrons 
de représenter par la notation 

m 

9 

le*terme tout connu dans le développement de la fonction périodique f7, 
suivant les lignes trigonométriques de y^ et de ses multiples. Dans ces 
conditions on aura: 



et je puis écrire 

[(Mx! + ÄtJ) ^j] = o, 
Comme x\ et x\ ne dépendent pas de y^y je puis écrire plus simplement: 

(7) ^; = o, (Af.i + ^.;)g = [^.J. 

La premiére de ces équations montre que x\ se réduit a une constante. 
Quant a la seconde, elle est facile a intégrer. On a en effet: 

ce qui nous donne pour 1'intégrale de Téquation (7) 
(8) ■ Mx{xt,+^{x\y = {F;\ + C^, 



Cj désignant une constante d^intégratiom 

Mais si nous regardons la. constante des forcés vives C comme une 
des données de la question, nous ne pouvons plus considérer les deux 
constantes x\ et C^ comme arbitraires. On doit avoir en efFet identique- 
ment 

F= H^+ yjilH, + fiH,^ + fiyJ-fiH, + . . . = C 
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OU 

Hq ^= C, Äj = o, Sj = o, ... 

ou: 

Fq{x\ , rrj) = C, — Hyxl = o, .... 

■ 

Ainsi la constante x\ est nulle, ce qui apporte de nouvelles simpli- 
fications dans nos équations. 

Kéquation (8) devient en efFet 



J = V^^([^i] + ^i)- 



Nous nous contenterons dans ce paragraphe d'écrire et de discuter 
les équations de nos surfaces trajectoires en négligeant les termes en fi 
et ne tenant compte que des termes en yjjjt. 

Nous supposerons donc que x^ et x^ sont définis en fonction de y^ 
et de y^ par les équations suivantes: 



Ä^i = ÄJ? + yJ/Jix\ = rrj, 



fl/J — 3/2 "i \ fJ-X^ — X^ "i 



v/|([^^J + <^i)- 



D'aprés cela, x^ serait une constante et x^ une fonction de y^ seulemeDti 
indépendante de y^. 

Revenons a notre premier exemple du § 15. Ce que nous dirons 
s'appliquerait également aux deux autres exemples, mais c'est sur le 
premier que je veux insister parce que c'est un cas particulier du pro- 
bléme des trois corps. 

Nous avons vu que Ton pouvait représenter la situation du systerae 
par le point P qui a pour coordonnées rectangulaires : 

co^y[e''''''^ fliny;€^*~"*''S csiny;, 



011 






*i 



7 — I 



y, = <7 — t, »/, = 1. 
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N0U8 ayioQS ob^ervé de plusque les variables 

^i = ^j + ^t' ^i = ^1 — ^» 

förment avec y{ et yj un systéme de variables canoniques. 

Nous pouvons donc regarder ^ , yj et yj comme un systéme parti- 
culier de coordonnées définissant la position du point P dans Tespace, 
de sorte que toute relation entré f , yi . yj est Téquation d*une surface. 

Mais ensuite, nous avons dt faire un autre changement de variables. 

Nous avons pose: 

x[' = ax, + dx^, y," = rfy, — cy„ 
< — coTi + rfrr,, y;' = —hy, + ay^, 

en choisissant les nombres entiers a , ft , c , rf de fa9on a annuler le nombre 
que nous avons appelé wj'. 

Apres ce changement de variables, nous avons supprimé les accents 
devenus inutiles et nous avons restitué le nom de a?, , a?, , y, , y, k nos 
nouvelles variables indépendantes x[' , rcj',yl' et yj'. 

En conséquence, les variables que nous avons appelées x, , x^ , y, et 
y, dans tout le calcul qui précéde, et auxqudles nous conserverons désor- 
mais ce nom, ne sont pas les mémes que celles que nous avions dé- 
signées par les mémes lettres dans le premier exemple du § 15, c'est 
a dire G ^ L ^ g — t et /. 

Il est clair que notre nouvel y,- et notre nouvel y, sont des fonc- 
tions linéaires de: 

y\=\{9 — i + ^ et de y;=I(^_< — O 

et que le rapport du nouvel x^ äu nouvel x, est une fonction linéaire 
et fractionnaire de f . 

Nous devons conclure de la que Ton peut définir complétement la 
position du point P dans Tespace par le nouvel y^, le nouvel y^ et le 
rapport du nouvel x^ au nouvel x, de telle fa9on que toute relation 

entré y, , y, et — est Téquation d'une surface. 
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Que ce systéine particulier de coordonnées est tel que l'on peut 
augrnenter v/, ou y,^ d'un multiple de 27: sans que le point P change. 

L'équation approxiinative de nos surfaces trajectoires, en négligeant 
les termes en /i sera: 

Nous nous proposons tout d'abord de construire les surfaces repré- 
sentées par cette équation approxiinative (9). 

Observons d^ibord que y^ = o est Téquation d*une certaine surface 
S et qué la portion de cette surface qui nous sera utile est une portion 
de surface sans contact. 

En effet il suflfit de montrer que Ton a: 

dy. 

— ^ =*= o 

dt. 

Or il en est évideinrnent ainsi, car si Ton pose 



F=F,+ ,it\ + t^'F, + . . . 
il vient: 

dt ^ ' dx, ^ dx, ' 

/I ii 

Le paramétre /i étant tres petit, -~ est de menie signc que «, et 

n^ est une constante qui est toujours de ménie signe. 

Donc -.— est toujours de meme signe et ne peut s'annuler. 

C. Q. F. D. 

La position d'un point P sur la surface S sera définie par les deux 
autres coordonnées v^ et — ; cc systénie de coordonnées est tout a fait 
analogue aux coordonnées pohiires, c*est a dire que les courbes: 

il* 

--^ = const. 
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sont des courbes fermées concentriques et que le point P ne change pas 
quand Tautre coordonnée y^ augmente de 2-. 

Reprenons les surfaces définies par Téquation (9) et étudions leurs 

intersections avec la portion de surface /S qui a pour équation y^ = o. 

- ele renuirque d'abord que ^yi étant tres petit, ces intersections diffé- 

reront fort pen des courbes — = const. 

Mai& pour .étudier plus coinplétement la forrne de ces courbes- d'inter- 
sectioii, il faut d'abord rechercher quelles sont les propriétcs de la fonction 

• Revenons aux notations du § 11. Dans ce paragraphe nous avons pose: 

I<\ = Ta sin {m^1J^ + m,y, + »i^y^ + h), ■ 

A et h étant des fonctlons de r1 , .t" , .-rj; comme nous n'avons plus ici 
que deux degres do liberté, j'écrjrai simplement: 

F. = Ta 8in(»j,.v, + w,y, + h). 

m 

En faisant ensuite: 
nous trouvions: 



F. = Ta si 



1 



Sin (O. 



Je posais ensuite:. 

(p = S^ sm (O, 

la sommation indiquée par le signe S s^étendant a tous les termes tels que: 

m^n^ + 1)1^71^ = o; 
doii 

Dans le cas qui nous occupe, w./est nul; la condition ^n^n^ + m^n, = 
se réduit a w?, = o et on a y,^ -^ a}^; il vient donc: 

<p = S^ sin(w2c7>3 + h) = oA sin {m.^y^ + //)• 

Actm mathematira. 18. Imprimé le 2 octobre 1890. 25 
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U. Puiocaré. 



§ 17. 



D^aprés la definition de [f\], il suifit pour obtenir cette quantité 
de supprimer dans Texpression de F^ tous les terines oii m^ nast pas nul; 
il vient donc: 

[FJ ^ Sa 8in(m5?/, + h) ^ i/f. 

Ainsi la fonction que nous appelons ici [FJ est la inéme que nous 
désignions par (f> dans la i''^'' partie. 

[FJ est par conséquent une fonction périodique åe^j/^ et cette fonc- 
tion est finie; elle doit donc passer au moins par un maximum et par 
un minimum. 

Nous supposerops pour fixer les idées que [FJ varie de la fa9on 
suivante quand y^ varie depuis o jusqu a 2/T. 

Pqur y, = o [FJ passé par un maximum egal ä jt^. 

Pour ^2 = Vi [^i] P^sse par un minimum egal a jr^. 

Pour y^ -== rj^ [F,} passé par un maximum egal a ^3. 

Pour y^ = ^g [Z^^J passé par un minimum egal a jr^. 

Pour y^ = 2r[F,] reprend la valeur jr,. 

• 

f 1 > F» > fa > 9*- 

Ces hypothéses peuvent étre représentécs par la courbé suivante 
dont Tabscisse est y^ et Tordonnée [FJ: 



Fig. 6. 




Ayant ainsi fixé les idées, je puis construire les courbea 



y, = o, 



?« =. ^ J_ V^' 
X. x'i X 



fV^(f^] 



+ 0,). 
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Noua verrona que selon la valeur de la constante d'intégration C,, ces 
courbes affecteront des forines différentes. 

Dans la figure (7), j'ai représenté par un trait plein . ...-■■ les 

deux courbes C^ — — 5c, et 6\ = -^ f./, ces deux courbes ont chacune 
un point double dont les coordonnées sont respectivement: 



J'ai représenté par un trait pointillé les deux branches 

d'une courbe correspondant ä une valeur de C'j > — jr^. 




J'ai représenté par -le trait mixte _ .. une courbe corres- 
pondant ä une valeur de C, coinprise entré — f^ et — f^. 

J'ai représenté par le trait ponctué les deux branches d'une 

courbe correspondant ä une valeur de C^ coinprise entré — f^ et — <f.y 

Pour C, = — jpj Tune "de ces detix branches se réduit ä un point 

représenté sur la figure eii Å, -^ = -^ , y, = ;jj; Tautre branche est 
représentée sur la figure par le trait x » x x x k. 

Pour C, coinpris enfre — f^ et — ^^ cette seconde branche aubsiste 
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seule; pour C\ = — fr^ elle se réduit ä son tour a un point représenté 
en B sur la figure et ayant pour coordonnées: 

É 
% 

Enfin pour C\ < — p^, la courbe devient tout entiére irnaginaire. 

Les surfaces définies par Téquation (i) ont une forme générale qu'il 
est aisé de déduire de eelle des courbes que nous venons de construire. 

Considérons en effet une quelconque de ces courbes et par tous ses 
points faisons passer une des lignes dont Téquation générale est: 

y = const. ; — = const. 

L*ensemble des lignes ainsi construites constituera une surface fennée 
qui sora préciséinent Tune des surfaces définies par Téquation (9). 

On voit par la que ces surfaces seront en general des surfaces fer- 
mées triplement connexes (c'est a dire ayant inérnes connexions que le tore). 

Pour C\ > — jp^ ou pour C\ compris entré — jt.^ et — ^3 on trouve 
deux pareilles surfaces, intérieures l'une a Tautre dans le premier cas, 
extérieures Tune ä Tautre dans le second. 

Pour C\ compris entré — jTg et — cPj, ou entré — ^,^ et — jr^ on 

na plus qu'une seule surface triplement connexe; ehfin pour C\ < ^^ 

la surface cesse complétenient d'exister. 

Passons aux quatre surfaces remarquables: 

Les surfaces C\ == — jr^ et C\ = — ^^ présentent une courbe double 
et ont mémes connexions que la surface engeadrée par la revolution 
d'un lima<,*on de Pascal a point double ou d'une lemniscate, autour d*un 
axe qui ne rencontre pas la courbe. 

La surface C\ = — ^.^ se réduit a une seule surface fermée triple- 
ment connexe et a une courbe fermée isolée; enfin la surface C^ = — ^^ 
se réduit ä une courbe fermée isolée. 

Dans le § 1 1 nous avons envisagé Téquation: 

dé 
r = o 
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qui portait le n° 7 dans ce paragraphe; nous avQns vu. quä chacune 
des racines de cette équatrion correspond une solution périodique. Mais 
dans le cas qui nous occupe, et d'aprés une r^marque que nous venons 
de faire, cette équation peut s^écrire: 

de telle sorte que les solutions périodiques correspondront aux maxima et 
aux minima de [A'j]. Dans le cas actuel, ces maxima, de méme que les 
minimn^ seront au nombre de deux. 

Nous aurons donc deux solutions périodiques instables correspondant 
aux déux courbes doubles des surfaces C\ = — ^^ et — ^^ et deux solu- 
tions périodiqugp stables, correspondant aux deux courbes fermées isolées 
des surfaces 6\ =. — ^.^ et — jTj. 

Quelles sorit panni ces surfaces, celles qui dififérent peu des surfaces 
asymptotiques et les représentent en premiére approximation? D apres 
ce que nous avons vu au § 16, cc seront celles d^entre elles qui présentent 
une courbe double, c*est a dire les surfaces C\ = — ^^ et C\ = — ^^. 



% 18. Deuxléme approximation. 

• Reprenons les équations (i) du paragraphe précédent et les hypo- 
théses faites au debut de ce paragraphe; écrivons: 

'^i = A + A yjl^ + ^?/i + ^?/i v//i + . • • . 
^'i ^ ool + x\ yjji + xlii + x\ii v//£ + . . . ; 

imaginons que les coefFicients de ces deux développements soient des fonc- 
tions de y^^ et de y^ et cherchons a déterminer ces coefFicients de fa^on 
que ces équations soient compatibles avec les équations différentielles (i). 
du paragraphe précédent, c'est ä dire que Ton ait: 

(IFdx, , ilFdx, , dF 

. dx^dy^ dx^dy^ dy^ 

dx^ d//, dx^ dy^ dy^ 

Cest lä le probléme que nous nous sommes proposé plus haut. 



I 
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Ce probleme peut étre présenté sons une autre forine (en se pla9ant 
au point de vue des Vorlesungen uber Dynamik). 

Si x^ et x^ sont deux fonctions de y, et de y^ satisfaisant aux équa- 
tions (i), Texpression: 

x^dy^ + ^^dy^ 

devra étre une diflferentielle exacte. Si donc nous posons: 

dS = x^dy^ + x^åy^, 

S sera une fonction de y^ et de y^ qui sera définie par Féquation aux 
dérivées partielles: 

S pourra se développer suivant les puissances de y/^ et Ton aura: 

Sq , Sj , . . . , St , . . . seront des fotictions de y, et de y^ et on aura: 



dSt I. dSt 1. 
T — /r - — T* 

Je rappelie maintenant quelles conditions nous avons iniposées dans 
le paragraphe précédent, aux fonctions x\ et irf^; nous avons supposé d'ab6rd 
que x\ et x\ devaient étre des constantes. On a alors 

Si nous appelons ensuite w, ét n^ les yaleurs de — ~ et — -7-^ 

pour x^=' x\yX.j^=^ x]^ ces quantités n^ et n^ seront encore des constantes. 

I/analyse qui va suivre s'applique au cus o\x le rapport — est commerif 

surable. Dans ce cas on peut toujours, coinme nous Tavons tu, supposer 
fi^ = o; c'est ce que nous ferons désormais, couinie nous Tavons fait dans 
le paragraphe précédent. 

Nous avons supposé en outre dans pe paragraphe que x\ et x\ sont 
des fonctions périodiques de y^ qui ne changent pas de valeur quand on 
change y^ et y^ en y, + 2;r et y^. 
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Il résultd de la que y-^ et — sont des fonctions périodiques par 
rapport a y, et qu'on peut écrire: 

(4) s,=^.v, + .s;, 

Xt étant un^constante et S^ une fonction périodique de y,. 
Supposons que dans le premier membre de Téquation (2) 



r,/dS dS \ 



on remplace S par son développement (3); on verra que F dcviendra 
développable suivant les puissances de yjji et qu'bn aura, ainsi qu'on Ta 
vu dans le paragraphe précédent: 

les H étant des fonctions de y^, de y^, et des dérivées partielles de S^j 
Sj , 5,, etc. 

On voit d'ailleurs que H^ dépendra sculement de S^ , //^ de S^ et 
S, , //, de S, , S^ et S^ , 11^ de S^\ S^ , c% , S^ etc. 

On trouve d'ailleurs: 

^, = - «, ^ + AS. + K,, 



^p--^»^^+^^^p-^ + ^p' 



GU Ton a pose pour abréger: 



et oix K^ ne dépend que de 5^ , Äj , . . . , ju8qu'a Sj,^^. 
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Cela pose, pour déterminer pjir ré(?urrence les fonetions S^^ nous 
aurorvs les équations suivaiites: 

JI^ --= 6', //, -- o, //^ =- o, . . . , //,,=- o. 

Si Ton RU|)posait quo les fonctions aS'^ , ^S', , . . . , Sj,_.i fussent entiere- 
ment connues, réquation 



ou 



(5) «,;|^-=2A.v>H-/'; 

déterminerait la fonction Sp ä iine fonction arbitraire prés de i/^. 
Mais ce n'est pas tout a fait airisi quc la question se présente. 
Supposons que Ton coniiaisse conipléteinent 

*^^0 ' * 1 ' • • • J ^^p—2 

et que Ton connaisse S^_.^ k une fonction arbitraire prés de i/^. 

Par hypothése les dérivées de S^ , iV^ , . . . , S^^^ , S^^^ sont des fonc- 
tions périodiques de ?/, ; donc Kj, et AaS^,._i seront des fonctions pério- 
diques de ;/,. 

Désignons par [(/] comme nous Tavons fait dan? le paragraphe précé- 
dent la valeur moyenne de U qui est une fonction périodique de y,. 

Sj, doit étre de la forine (4); nous en concluons que: 






doit étre une constante -- indépendante de z/^, de sorte que Téquation 
(5) nous donne: 

(6) 2[a.vo + [ä;] = V 

et cette équation détenninera coinplétement Sp_.i (si Ton suppose que l'on 
se donne, soit arbitrairement, soit suivant une loi quelconque, la con- 
stante ^^). 
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Nous troavops d'abord Téquation: 

H, = O ou -r-^ = o 

qui noud montre que S, est une fonction arbitraire de y,. 
Nous en déduirons: 

^ dy^ dy, dy^ dy^ 

(nous posoDS pour abréger: 

comme nous Tavons fait dans le paragraphe cité). 

Uéquation que nous trouvons ensuite en égalant ä o la valeur 
moyenne de H^ est la sui vante: 

[AS,] + [K,] = A,. 
Or 

D'autre part; 

A, est une constante qui, ainsi qu'il est aisé de le voir, est précisément 
eelle que nous avons app^lée — C^ dans le paragraphe cité. 
Il vient done: 

dS, 



'h^ 



= \/l([^J + ^l). 



Ä, est ainsi entiérement déterminé ä une constante prés; mais nous pou- 
vons laisser cette constante de c6té, elle ne joue en eflfet aucun röle 
puisque les fonctions S n'entrent que par leurs dérivées, 
L'équation (6) devient ensuite: 

Aef mathematirm. 18. Imprimé 1« 6 octobre 1890. 26 
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Dans le second inembre tout est connu; K^ ne dépend que de S^^ 
Äj , . . . , Ä^«j; y~^ est connu puisque iS^_| est supposée déterminée ä 
une fonction arbitraire prés de y,. 

Dautre part ^ est indépendant de y^\ le premier membre peut 

donc s'écrire: 

dS 
dy 



^aS,V dS^-x \ 
' i L dy, J 



de sorte que Téquation (7) nous donnera J" ^ en fonction de y,. Nous 

connaitrons donc [-S^-i] a une constante prés et cette constante qui ne 
joue aucun r61e peut étre laissée de c6té. 

Nous connaissons d'une part Ä^_i ä une fonction arbitraire prés de 
y,; d'autre part nous connaissons \Sp_^ en fonction de y,; donc S^^i est 
entiérement déterminé. 

La constante C^ joue un röle prépondérant. Supposons d*abord • 
qu'elle soit supérieure a la valeur que nous avons appelée — ^^ dans 
les paragraphes cités et par conséquent que [F,J + (^i soit toujours po- 

sitif et -z-^ toujours réel et je pourrai ajouter toujours positif parce que 

je suis libre de prendre le signe + devant le radical. 

Je dis que dans ce cas, on peut choisir arbitrairement les constantes 

A et que -t—? et -z-^ sont des fonctions périodiques non seulement de y^, 

mais encore de y,. {Sj, est alors de la forme 

^p = Kvi + thv^ + ^p^ 

Xp et fjLp étant des constantes pendant que 5^' est périodique de période 
2;r tant par rapport a y^ que par rapport ä y,.) 
En efifet, supposons que cela soit vrai pour: 

dS^_ dS, dS^ dS^ dS,^i d^y-a dSp^i 

dy. ' dy, 'dy.^dy,^'-' dy, ' dy, ' dy, ' 

je dis que cela sera vrai encore pour .^"^ et -j-^. 
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En efifet^ iious avons par hypothése: 

les ^ et les a étant des constantes, m^ et m, étant des entiers. 
On aura cnsuite par definition 



\~^J Z^A^cosKy, + a), 



Mais on doit avoir 

2[AS,_,] + [Ä,_,] = V. 
et par conséquent: 

L dy, J n, ' 

^_i étant une constante; on en conclut que: 

^o.«, = o pour »I, 4= o, Ao.o=^- 
II vient ainsi 

S _Vi,, i V// am(fn,y,.+ m,y, + a) p„ , 



n, ■ i—^ ' ' «?., 



^1 ®^ *^a prenant toujours gous le signe S toutes les valeurs entiércs 
telles que w, 4= o; 

Ainsi, pour que Sp_i soit de la fonne voulue, il suffit que: 

L dy, J 
fioit une fonction périodique de y,. Or ,^""^ est défini par lequation; 



N'''' 



dy^ 



dy 



7]"-''-"'^ ['-IfJ + [^'i- 



K^ ne dépendant que de 5^ , S^, . . . , 5^.. 3 sera périodique en y^. 
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[ /"^ est une constante -^ ; de plus -7-^ est une fonction pério- 

dique de y, qui ne s'annule jamats. 

Il en résulte que Z'"' peut étre développé suivant les sinus et 

les cosinus des multiples de y,. 
On a ensuite: 

ds 
ce qui montre que -z-^ est périodique en y^ et y^. 

Ainsi en choisissant pour C^ une valeur supérieure a — fi^^ ^^ 
choisissant ensuite les autres constantes A, , A^ , . . . d'une fa9on arbitraire, 

on trouve pour ^ — ét -z — des series ordonnées suivant les sinus et les 

cosinus des multiples de y^ et de y,. Ces series, quoique divergentes, 
peuvent rendre des services dans certains cas. 
Passons maintenant au cas de 

qui ainsi que nous Tavons vu au § 17 est celui qui cörrespond aux 
series qui représentent asymptot! quement les surfaces asympiotiques. 
L*expression 

n'est jamais negative, mais elle devient nulle pour une certaine valeur 
de y, que nous avons appelée ly, dans le paragraphe cité. Je supposerai 
dans ce paragraphe que cette valeur ést nulle; j'ai le droit de le faire, 
puisque cela n'implique qu^in choix particulier de Torigine des y,. 
Ecrivons donc [FJ + C, sous forme de serie trigonométrique: 

[i^J + C', = ZJ^sinmy, + ZjS^ cos my,. 

Pour y, = o, cette fonction s'annule ainsi que sa dérivée, puisque 
la fonction étant toujours positive, zéro est pour elle un minimum. H 
en résulte que Texpression suivante: 

[FA + C, 



sin»?^ 
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est dévelpppable suivant les sinus et cosinus des raultiples de j^,; c'est 
une fonction périodique de y, qui iie s'annule jamais et ne deviént 
jamais infinie. 

Il suit de la que Ton peut écrire: 

* 

• Vi 
sin — 



et par conséquent: 

ds,_ Vif^^^i 

Nous pourrons écrire maintenant Téquation (7) sous la forme sui- 
vante: 

(7') yr- =4-, [%^1 = - -»P + ^. W 

0^ étant une fonction connue de y^. 

Cela pose, je me propose de démontrer que: 

et 



sont des fonctions périodiques de y^ et de y,, dont la période est 27f paf 
rapport ä y^ et ^tt par rapport å y^. 

Supposons en efifet que cela soit démontré pour: 

dS^ dS^ dS^ dS^ dSp^ dSp-2 dSp^i 

^hx ' dy, ' dy, ^ dy, ' • • • ' dy, ' dy, ' dy, 

dSm 

-^^ est une fonction périodique de y^ et de y,; d'autre part sa valeur 
moyenne 

L dy, J n, 

est une constante indépendante de y,. Nous pourrons donc écrire: 



^p—i 



Vi = ,7 Vi^i + Vi(yi » yO + ^-1(^2)- 
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<^p-i (jf\ 'j y^ étarit une fonction périodique de y^ et y, et Zp-i une fonction 
ärbitraire de y, seulemettt. Il vient ensuite: 



d'ou 



et 






d[S^] ^ d[0^,] d^ 
dyt dy^ dy^ 

dSp^i d[Sp^,] ^ dOp^i d[ff,^,] 
dyt dy^ ^ dy^ dy^ ' 



ce qui montre que J* ^ Ip_lJ ^g^ ^^^ fonction périodique de y^ 

et de y,. 

[J rr -1 

—f^ et par 

d. S 

conséquent de ,^""^ (quelle que soit d'ailleur8 la constante X^ et Téqua- 

d Sf 

tion (5) montre que cela est vrai de -p^. 
Cela sera done vrai des fonctions: 

dSp dSp 

dy, ^* dy, 

quel que soit Tindice p. 

Il irnporte toutefois de reuiarquer que si ces fonctions sont pério- 
diqueSy ce n'e8t pas une raison suffisante pour quelles puissent étre dé- 

, veloppées suivant les sinus et cosinus des multiples de y^ et de — . En 

effet ces fonctions ne sont pas toujours finies, sauf pour un choix parti- 
culier des constantes Ap*, il est aisé de s'en rendre compte, car Téquation 
(7') d'ou Ton doit tirer la valeur de 



I dy, J 



Vi 



a en factéur dans son premier membre sin^. Donc rexpression de 



[ / ' contiendra sin — au dénominateur; 
dyt J 2 
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Les dérivées des fonctions S^ pourront donc devenir infinies, mais 
seulement pour 

Bin— = o ou y, = 2ft;r, 

Si y, a une valeur difiFérente de 2Ä;;r, ces dérivées ne deviennent 
infinies pour aucune valeur de y^; elles peuVent donc se développer sui- 
vant .les sinus et cosinus des mnltiples de y^. 

Nous pouvons donc écrire par exemple: 

--^ = ^ i^p-i + ^A^ cos my, + ZJ?^ sinmy^ 

A^ et B^ étant des fonctions périodiques de y, qui peuvent devenir in- 
finies. 

Imaginons maintenant que les constantes Åp (Tindice impair soient 
toutes nulles; je dis que 

dSp dSp 

ne changeront pas quand on changera y^ en y, + 2;r toutes les fois que 
rindice p sera pair et qu'au contraire ces deux fonctions changeront de 
signe^ såna changer de valeur absolue quand on changera y, en y, + ^^j 
toutes les fois que Tindice p sera impair. 

Je suppose que le théoréme soit vrai pour: 

dS^ tiS^ dS^ dS^ dSp^i dSp-j dSp^i 

di.^di.^df,^ dy,^'"' dy^ ^ dy, ^ dy, 

et je me propose de démontrer qu'il est vrai également pour 

dSp-y_ dSp 

dS 

Si — p^ est multiplié par ( — if'^ quand y, se change en y, + 2;r, 
ay^ 

il en sera de méme de: 

dSp^i rdSp^ 



dy 



»-1 ro^p^i 
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; Koua avons trouvé en effet 



dy. 



= - V-i + ^^»^ cosmy^ + ZB^ sin my^, 



A^ et B„ étant des fonctions pérlodiques de y^. 

dS 
Si J'"^ est multiplié par ( — i)*""* quand y^ augmente de 2;r, il en 

sera de méme de A^ et jB^ et des dérivéeg de ces fonctions par rapport 
a y^. Il en sera donc encore de pi^me de: 



dS 



-Ti f diSfp-i" ! _ 'y^ dAfn siu my^ 'y^ dB« cos my, 

dy t L dy^ ] ~ ^ dy^ m ^ dy^ m 

Nous avons maintenant a montrer que cela est vrai de 

Pour cela il est nécessaire d'étudier de quelle maniére K^ dépend 
des fonctions S^ , Sj , 5, . . . . , S^^i . Je me propose d'établir que Tordre 
de tous les termes de Ä^ par rapport aux dérivées des fonctions d'indice 
impair 

o o o 

sera de méme parité que p. ^ 
- En eflfet, en faisant dans 



^/dS dS \ 



8=8, + 8,yjfi+ 8,,i + ..., 
nous avons trouvé: 

Si je change y/Ji en — y/Jx et qu*en méme tcmps je change 5, , iS^ , S^, 
etc. en — ^i > — ■ ^j ; — 8^ etc. sans toucher aux fonctions d'indice pair, 
Texpression de F ne devra pas changer. 

Donc Hp devra se changer en ( — ^YS^ 

Cela montre que Tordre de tous les termes de Hp par rapport aux 
dérivées de S^ , Äj , 5^, etc, devra étre de méme parité que p. Il devra 
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donc, cQinme je riii annoncé, en étre de méme des termes de K^ pui8qu*on 
obtient K^ en supprimant dans J7p les termes qui dépendent de 8^_^ ou de 8^. 

Cela pose, changeons y, en y, + 2i:\ les dérivées de 8^ ne changeront 
pas 81 q est pair et au plus egal a jp — 2; elles changeront de signe si 
q est impair et au plus egal a jp — ji, Donc Ä^ se changera en ( — O'*^/»- 

Reprenons maintenant Téquation (7) 

Quand on change y, en y, + 2r, 

[Ä,] se change en (— O^f/T^], 



et 



\ 
\ 



diS, , dS, 
-7—^ se change en r-^ . 

Nous pouvons méme dire que 

Ap se change en ( — 1)^^. 

En effet cela est vrai pour p pair parce que ^ est une constante 
indépendante de y^\ cela est vrai encore pour p impair parce que nous 
avons supposé que les Xj, dMndice impair sont tous nuls. 

II résulte de lä que 



et par conséquent 



^ en (-i)"-'^. 



C. Q. F. D. 



Je dis maintenant que -^ se changera en ( — 0''t^* 

i' I nr \ 

Ada maiktmatiea. 18. Imprimé le 9 octobre 1890. 27 
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1. ■ . Ecrivons én effet: Véquation (5) : 

(5) - ■= V • :n,^'=^2AV. + Ä,; 

Kp et A/S'^_j et par conséquent le second membre de Téquation (5) seront 
multipliés par ( — i)'' quand y^ augmentera de 2;r. Il devra donc en 

dS 
étre de méine du premier membre et de ^-^. 

C. Q. F. D. 

eTe vais maintenant démontrer que Ton peut cTioisir les constantes Å^, 
de fa^on que les dérivées des fonctions /S^ ne devieiment pas infinies pour 
y^ = 2k7r, 

Supposons que l'on ait choisi les constantes ^, , Ag , . . . , i^_, de 

fa9on que 

dS, dS, dSp-^ dSp-a d8p..i 

'hl ' dy^ ' " • ' dy^ ' dy^ ' dy^ 

restent finies et que les constantes X^ d'indice impair soient nuUes; je 
me propose de choisir X^ de fa9on que ' ^~^ ^^ T^ ^® deviennent pas 

non plus infinies. Nous, verrons en méme tern ps que Xj, devra étre nulle 
si p est impair. • 

-' -Il est clair d'abord que si *^/^^ reste finie, il en sera de méme de: 



dy 



Vt L c/t/, J 



• ) 



et de 



*,(..) -[KA^ mS [^_|=!]. 



^.* 



Reprenons maintenant Téquation (7'). Le coeflTicient de la quantité 

inconnue — jf-^ sannule pour y^ = 2Ä-;r; pour que cette quantité in- 

connue démeure finie, il faut que le second membre s*annule également 
et que Ton ait: 
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Coinme 0^, ne change pas quand y^ augmente de 4;r, il suftlra jde 
prendre A = o et Ä; --= i et d'écrire ' 

(8) • d>,(o) =-- <P,(2^) = X,. 

' • ' . ■ ! 

Si p est pair, il n'y a pas de difficulté, on a: • ^ 

■ ' ■ • fl - • • . , 

; ' • . • . • . . . . . . ■''•». 

et par conséquent: .... < 

de sorte qu'il suffit de prendret 



i! 



« •♦ , . 



i : ' 



Si au contraire p est irapair, on a: 

et • • .: '"'I 

de sorte que les équatrons (8) ne peuvent étre satisfaites que si Ton a: 

'■. . * ' ' : g * .^ 

■■.:.. ■■ ■ : ■ ■ . ■.:. .■ • ■ • ■■, . . _, ■.. 

■• ; . ^, 4>p{oy ^ 0pi2j^) ^ Åp ^ O. . ! . . ■,; ■: 



»1 f- 



NÖU8 avons donc a démontrer que pour'^ irnpair, ^_(o) est hul. 

Soit en effet: ' 

</>,,(o) = a 

et par conséquent 

(/>,.(2;r) = — a. 

Je dis que a est nuL . 

Nous allonsr Tious. appuyer sur un lemme qui est; presque, évicjent. 
Voici Ténoncé de ce lemme: 

Soient j^i et jp.^ deux fonctions périodiques et de période 2T"pfar 
j^rapport k y^ ^t:,h.y^.\ Qn sait que si f> est une.fonotion périodique de 

y^/par ex^mple, la valeur moyepne de y- est nuUe: ' 0n aura iibnc ( 






# > 
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OU 

les intégrales étant étendues a toutes les valeurs de y, et de y^ depuis 
o ju8qu'a 2n. 

* Il est nécessaire pour que le leraine soit vrai que les fonctions j^j 
et ^2 soient continues, mais leurs dérivées peuvent étre discontinues. Ces 
dérivées doivent seulement rester finies- 

Cela pose, nous achéverons de déterminer la fonctipn S^_i non plus 
par Téquation (7'), mais par Téquation suivaute: 

(9) ^ 2_ldy^} = _„co8'^+ 0M. 

2-.4« C08 wt/, + L,B„, sm wiy, 2 

Elle ne diflfére de réquution (7') que par ce que Xp a été remplacé 
par a cos ^ . ^ 

Cette équation montre d'abord que -7^^ est une fonction pério- 

dique de y^ et de période 2;r, (je rappelle que p est supposé impair). 
De plus cette fonction ne devient pas infinie pour y^ = 2Ä-;r, parce que le 
second membre de Téquation (9) s annule pour y, = o et pour y, = 2;r. 
Posons ensuite 

^'-dy,+^ dy,+fdy,+---+f' "d^' 
7] sera une fonction de y^, de y^ et de fx définie par Téquation: 

Il est aisé de voir que ^ est entiérement déterininé puisque nous 
connaissons maintenant complétement S^y S^ . . . . , 8^,^^ . On pourra donc 
tirer tj de Téquation (10) sous la forme suivante: 

37 = 7o + /* 7i + Wa + • • • ' 
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les Tfi étant des fonctions périödiques de y^ et de y^j de période ztt par 
rapport a y^ et 4;r par rapport ä y^. 
De plus on aura: 

dv, dy, ^ dy/ 

Nous n'avon8 besoin que de ly^; or on voit tout de suite quc ly, est 
donnée par Téquation suivante: 

qui ne différe de Téquation (5) que par ce que Tinconnue y est désignéé 

par 7o' ^ 

Gette équation raontre que yj^ est une. fonction périodiique de y^; il 

faut chercher la valeur moyenne de cette fonction. Si lon se reporte a 

la signification de Téquation (9), on verra qu'elle exprime que la piartie 

moyenne du second meinbre de (11) est acos — . On a donc: 

r T « v. 



^. 



C^ est susceptible de deux valeurs diflférentes qui se permutent Tune 
dans Tautre, soit quand on change x^^ en — yjjif soit quand on change 
!/i en y, + 2;r. 

J*appellerai f>^ la plus grande des deu^ valeurs de ^ et ^^ la plus 
petite. 

De inéine d est susceptible de deux valeurs; j'appellerai jp^ celle 
qui correspond ä ^^ et ^, celle qui correspond a ^f^. 

Enfin 7j est susceptible de deux valeurs; j*appellerai rj' celle qui 
correspond a y>^ et rj" celle qui correspond ^ ^^'^ Vi est susceptible de 
deux valeurs que j*appellerai de méme tjI et rjl'. 

La fonction ^^ est périodique de période 2;r par rapport a y,; en 
efifet, quand on augmente y, de 2;r, les deux valeurs de (^ se permutent 

■ 

entré elles; donc f>^ qui est toujours égale a la plus grande de ces deux 
valeurs ne change pas. 

Pour la méme raison, f^i > ^j , ^j , yj\ 7", yjl y rj^' seront des fonctions 
de période 27c par rapport a y^. 

Des definitions précédentes, il résulte que f j , ^, , (p^ et ^, sont des 
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fotictions continues, quoique les dérivées de ces fonctions, de méme que 
r( et fl' puissent étre discontinues. 

Nous soipmes donc dans les conditions oii notre lemme e«t appHcable 
et nous pourrons écrire: 

■ 



ou encore 



ou enfin: 



Cette relation devra avoir lieu queVque soit jx. 

Mais quand /i tend vers o ri — lyj et yf' — lyi' tendent vers o. 

Donc on aura: 

(i 2) lim /r^(y^-^rfy^rfy^ = o (pour {i- o). 

Transformons le premier membre de Tégalité (12) Je remarque 
d'abord que p étant impair, ly^ est une fonction qui doit se changer en 
— 7o qu^^d y, se change en y^ + 27r. Il sufiBt pour s'en convainere 
dé se reporter a Téquation (i i). Nous avons donc: 

d'ou 

» 

Il reste a voir pour quelles valeurs des y noi^s devons faire jyj x=tj4- yj^ 
et pour quelles yaleurs des y nous devons faire lyj =2 "^^o* 



p-1 
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Si nous avons: 

(,3) fs + /A + ^'P + ...+;'?é^:.,, 

nous devrona prendre d'nprés notre conventlon: 

et 

Si aU contraire le premier meinbre de Tinégalité (13) est négatif, 
nous devrons prendre: 

t r • • 

. dS„ ,- dSf , , -j- dSp—i . . • ■ ■ 



et 



^^=rf^;-v//»5^+--+/^ % 



, dS, , .- d,9. , , '-^ dS,_, 



Tout dépend donc du signe du premier membre de Tinégalité (13). 
Egalons ce premier membre å o, nous obtiendrons une équation: 

(H) ^ + ^^-^ + ...=0. 

Gette équation peut étre regardée comme définissant y^ en fonction 
de y, et de a. 

On pourra résoudre cette équation et écrire: 

Observöns stJulement que est une fonction périodique de période 2;r 
par rapport a y^ et que cette fonction 8'annule identiquement quaqd 
on y fait fx = o. 

Par conséquent quand y^ variera de d k + 2;r, on aura: 

Vo = + Vo 
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et quand y^ variera cleö+27raö+ 4^f on aura 

Nos intégrales doivent étre étendues a toutes les valeurs de y, 
comprises entré o et 2;r. Mais comme yj^ est une fonction de période 
27t, on aura: 



/*■/*¥: =/*/*■ I: 



o (? 

ou 



5;r Ö+ar 

^7c 



jj^g^.rfy, =/rfy,/% 






Quand /i tendra vers o, le premier ineinbre devra tendre vers o et 
d'ailleurs d tendra vers o, on aura donc: 



3ir 3ir 



lim/l:**, -/''»./*. I: - o 



d'oii 

O O 

On a donc 

a = o. 

C. Q. F. D, 

Il résulte de lä que si Ton annule les constantes ^ d'iiidice impair 
et si Ton donne des valeurs convenobles aux constantes Xp d'indice pair, 

les fonctions -z-^ et -^ resteront finies. 

On pourra donc les développer suivant les sjhus et cosinus des niul- 

t/ u 

tiple» de y, et de — ; les multiples pairs de — entreront seuls dans le 
développement si p est pair; si au contraire p est impair, les multiples 
impairs de — entreront seuls. 



§18. Sur le problémo dea trois corps et les équations de la dynamique. 217 

Nous aurons alora pour les équations approximatives de la surface 
asymptotique 



(15) ^.=I/^*rf^' ^*=£/^';ii; 



Ces series ainsi que nous Tavons vu sont divergentes, mais si on arréte 
comme nous le faisons dans les équations (15) au n® terme, Terreur com- 
mise peut étre tres petite si /i est tres petit, ainsi que je Tai exposé 
plus ha ut. 

Nous avons vu que la quantité appelée plus haut a est toujours 
nulle. On peut donner de ce fait essentiel une autre demonstration. 

Posons: 

^ = Vo + f^Vit + /^\ + 

Je dis d'abord que T est une fonction périodique de y, et de y,. 
En effet ses dérivées -;— et ^— sont des fonctions périodiques; on 

dy, dy^ r ^ .» 

a donc: 

P et TT étant des constantes et T étant une fonction périodique de y^ et y^. 
On en conclut que 

' dr_^dT; dT _ dr 

dy, ^ " dy/ dy^~^'^ dy/ 

dT dr 

-; — et -j — étant des series trigonométriques dont le t^rme tout connu 

est nul. 

Mais les fonctions iSj , S3 , . . . , 8^^^ étant d'indice impair, leurs dé- 

. . dT 

rivées changent de signe quand on change y^ en y, + 2;r. Donc -=— et 

dT 

-T— changent de signe quand y, augmente de 2;r. Donc les termes tout 

"'Vi 

connus ^ ei y sont nuls. Donc T = T est une fonction périodique qui 
ne change pas quand y, augmente de 2;r et qui change de signe quand 
y^ augmente de 2;r. 

Ada maiktmaOca. 18. Imprlmé le 9 octobre 1890. 28 
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Cela pose, nous savons que Ci et C^ sont lies par Téquation: 

m , r, , y, , yj = C. 

Il en résulte que, si les deux valeurs de ^ se confondent, les deux 
valeurs de Cy se confondent égaleinent. 

Eerivons que les deux valeurs de ^ se confondent, il vient: 

Cette équatlon (i6) est d*ailleur8 identique k Téquation (14). Eeri- 
vons maintenaiit que les deux valeurs de C, se confondent, il viendra: 

dT — 

Les équations (i6) et (17) devront étre équivalentes. De plus elles 
devront étre équivalentes ä la suivante: 

6 ayant le inérne sens que plus haut. Supposons qu'on développe d 
suivant les puissances croissantes de /i, il viendra: 

(18) y,=f^O,+fx%+fx% + ..., 

ö^ , ^2 ' ^a > • • • étant des fonctions périodiques de y,. 

Supposons y,j^ lie ä y^ par Téquation (18); quand y, auginentera de 
2;r , y^ ne changera pas et T qui est périodique ne changera pas non plus; 
on aura donc: 



J-=/dT^*+^.*)-o. 



O 

clT dT 

ou en reinpla9ant ~r~ ^^ -3- P^^ leurs valeurs tirées des équations (16) 

et "(17) 

p—\ 2ir 

— /i ' y^rfy, = o. 

() 

Si dans 

f = 7o + W2 +/^'74 + ••• 
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on remplace y^ par sa valeur (i8) il yrendra:. 

f = fo + /if I + /4'f2 + . . • , 

f O > fl ».fa? 6te. étant des fonctions périodiques de y^. 
On devra avoir quel que soit fxx 

/rfyi(fo + /^fi + /^'fi + .-.) = o 

o 

et par conséquent: 

/fo%i = 2;r[fo] = o. 

o 

Il est clair que paur obtenir f^, il suffit de faire y.^ = o dans ^^, 

or on a 

a v. 
— cos — . 

n, 2 

Il vient donc 

2na 
— = o 

ou . 

a = o. C. Q. F. D. 



[7o]==:?-co8 



§ 19. Traisieme approximation. 

Nous nou8 proposons maintenant de construire exactement nos sur- 
faces asymptotiques ou plut6t leur intersection avec la surface y^ = o 
qui est comme nous Tavons vu plus -haut une surface sans contact. 

Dans notre mode de representation géométrique, la solution pério- 
dique que nous envisageons est représentée par une certaine courbe tra- 
jectoire ferinée. Gette courbe fermée vient couper la surface yj = o en 
un point que j'ai représenté sur la figure en O'. 

Par cette courbe fermée passent deux surfaces asymptotiques; ces 
deux surfaces coupent la surface y^ = o suivant deux courbes que j'ai 
représentées sur la figure en trait plein en ACyB' et Ä'0'B. 

J'ai représenté . en trait pointillé la courbe yi •= y^ = O- 

Reprenons les notations du § i6; considérons les series Si et s^ qui 
entrent dans les équations (4) de ce paragraphe; soient comme dans le 
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§ i6, s? et s5 la somme des p premiers terines des series Si et 5, 
avons vu que les équations: 



§ 19. 
Nous 



représentent des surfaces qui difi^rent tres peu des surfaces asyraptotiques. 
Ces surfaces couperont la surface yj == o suivant des courbes qui ont 
pour équation: 

yx = o, a?! = sf (o , y,)i ^2 = ^(o , ya) 
et qui sont représentées sur la figure en trait mixte -..-..- .-.. 

Fig. 9. 







Nous avons appris dans le paragraphe précédent a former les series 5^ et 
52; nous avons' vu que s\{\f^ , y,) et 5?(yi , y^ sont des fonctions périodiques 
de période 2;r par rapport ä y^ et de période 4;r par rapport a y,. 

Il en résulte que la courbe en trait mixte doit étre comme Tindique 
la figure une courbe fermée admettant un point double O. 

La premiére question a trailer est la sui vante: les courbes en trait 
plein, intersections des surfaces asymptotiques avec y, == o, 8on^elle8 aussi 
des coutbes fermées? Il est clair qu'il en serait ainsi si les series s^ et 
s^ étaient convergentes. Car les courbes en trait pointillé différeraient alors 
aussi peu qu'on voudrait des courbes en trait plein; la distance d'un point 
de la courbe pleine a la courbe pointillée téndrait. vers o quand p 
croitrait indéfiniment. 

Je vais montrer sur un exemple simple qu'il n'en est pas ainsi. Soit: 



-F = jp + j' — 2/£sin^- — liB cosx^{y)y 
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011 f>{y) représente une fonction périodique de y de période 2;r, et ou 
fi et e sont deux constantes que je suppose trés petites, Je forrae les 
équations: 

dx_ dF_ dy_ dF _ 

dt~ d^~^' dt~ dq~^^' 

(I) 

dp dF . , . ' dq dF . , „ x 

'^ = ^ = —fis sinx^iy), g = ^ == ^ smy + pe co%x<p (y). 

On voit que p et q joueront le méme r61e que j'attribuais jusqu'ici ä a;, 
et k x^9 pendant que a; et y joueront le r61e que j^attribuais ayj et ay,, 
je n'ai changé les notations que pour supprimer les indices. 

Supposons d*abord e = o. Les équations admettent alors une solu- 
tion périodique qui s^écrit: 

' X = tj p = Oj q = Oy y = o. 

Les exposants caractéristiques (en laissant de cåté les deux qui sont nuls, 
ainsi qu'il arrive toujours avec les équations de la dynamique) sont égaux 

a ± \/2/i. 

Il existe alors deux surfaces asymptotiques qui ont pour équations: 

^S. dS. a — r- y 

P = d^^ ^=dfr S, = + 2yf^co,l 

d^oii 

i> = o, q = ± v^8in|. • 

Les exposants caractéristiques n*étant päs nuls, mais égaux a + )j2/i quand 
on fait e = Oj il existera encore une solution périodique pour les petites 
valeurs de e; a cette solution périodique correspondront deux surfaces 
asymptotiques dont Téquation pourra se mettre sous la forme 

dS ' dS 

S. étant une fonction de o; et de y satisfaisant a Téquation 

d8 . /dS\» 



dx 



+ (^) = 2 fl sin »I + fxe cosx^iy). 
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Les exposants caractéristiques ne 8'annulant pas »pour e ^= o, il résulte 
de ce que nous avons dit a la fin du § 13 que p et g et par conséquent 
8 sont développables suivant les puissances croissantes de s. Posons donc: 

Nous avons trouvé plus haut: 

S^ = — 2^i^COs|. 

Quant ä S^, il devra satisfaire a Téquation: 

dS. 



I . • ydS. f y. 



dx * v / 2 d}f 

Si Ton désigne par I une fonction qui satisfasse ä Téquation: 

d2^ , , — , y dX i* f \ y. . 

^ + ^2,t 8>n I ^ = tie''f{y) (t = v'^^ 

S^ sera la partie reelle de 2^. Or on peut satisfaire ä cette équation 
en faisant: 

il suflFit pour cela que: 

L'équation en (p ainsi obtenue et qu'il sagit dMntégrer est linéaire. Son 
intégrale générale s'écrit: si ^{y) = o 



^ = c(tg^)", a^-is/] 



2 
et si ^{y) est quelconque: 



^={^^i)'j\/'i^M(^'-''i)"{''T"«- 

Comme (ff doit étre développable suivant les puissances entiéres de y 
pour les petites valeörs de y, il est fucile de voir quelle valeur il faudra 
donner a la constante d'intégration. Si, pour y = o, fr(y) s'ånnule, Tinfé- 
grale devra s*annuler aussi, de sorte qu'il faudra la prendre entré les li- 
mites o et y. 
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Que faudrait-il maintenant pour que les courbes BO'R et ÄCyA 
fussent fermées? Il faudrait que la fonction S reståt fiuie ainsi que ses 
dérivées pour toutes les valeurs de y et filt périodique de période ^tt 
par Fapport a y (c^est .ce qui arrivait, rappelons-le, pour les fonctions sf 
et ^ dont nous, avons parlé un peu plus haut). Comme cela devrait 
avoir lieu pour toutes les valeurs de e, cela devrait avoir lieu de Sj, 
et comme Sj est egal a coso? multiplié par la partie reelle de ^, plus 
sina; multiplié par la partie imaginaire de ^, cela devrait avoir lieu de ^. 

Donc pour les valeurs de y voisines de in ^ (p devrait étre dévelop- 
pable suivant les puissances entiéres de y — 2;r. Mais il n'en est pas 

ainsi de (tg-j . Donc Tintégrale: 



3t 



^=fv^H2/)(«5n|)"(tgj)-Vy 



devrait étre nulle. Calculons cette intégrale en supposant y[y) = siny. 

t/ 
Posons tg - = <, il viendra: 



oc 



,_ /*<-"(! —t*) dt 



O 



Intégrons pas parties en remarquant que - — est la dérivée de 

il viendra: 



00 



, ^ rt-'dt 



Faisons t^ =^ Ui on aura: 



OD 



u ^ du 2naJ2u — im .... 

; = ^-^ = ~T ;r * 

\ + u an 4- ?L 

Donc J n'est pas nul; donc les courbes BO'R et AOA' ne sont pas 
fermées; donc les series s^ et 5^ ne sont pas convergentes, non plus que 
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les series définies dans les §§ 14 et 18 ainsi que je Tavais annoncé dans 
ces paragraphes. 

La distance des deux points B et B' n'est donc pas nuUe, mais elle 
jouit de la propriété suivante. Non seulement BB' tend vers o, quand 

fl tend vers o, mais le rapport -— tend également vergKO quelque grand 

ä 

que soit p. 

En effet la courbe pointillée a pour équation 

y, = 0, x, = sf (o , y,), x^ = 5j(o , y,) 

et la courbe en trait plein a pour équation: 

y, =0, a;, = /;(o , y,), x, = /;(o , y,). 

D^aprés ce que nous avons vu plus haut les series s^ et s^ représentent 
asymptotiqueihent les fonctions /) et /^, ce qui veut dire que Von a: 

lini^i-Zlil^ lim ^?-=^ = o (pour jm = o). 

Donc le rapport ä fi^ de la distance de J? a la courbe pointillée tendra 

vers o et il en sera de méme du rapport ä /£* de la distance de B' a 
cette courbe pointillée. On a donc: 

,. BB' 

lim — -- = o. 

p 



f^' 



C. Q. F. D. 



En d'autres termes, si on regarde fi comrae un infiniment petit du 

premier ordre, la distance BB'y sans étre nulle, est un infiniment petit 

_i 

d*ordre infini. Cest ainsi que la fonction e '* est un infiniment petit 
d'ordre infini sans étre nulle. 

Dans Texemple particulier que nous avons traité plus haut, la di- 
stance BB' est du méme ordre de grandeur que Tintégrale J", c*est ä 

dire que e Vi^. 
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Une Reconde question ä traiter est celle de öavoir si les deux Courbes 
(yB et CyB' prolongées se coupent. S'il eii est ainsi en effet, la tra* 
jectoire qui passera par le point dHntersectiofi appartiendra k la fois aux 
deux näppes de la surface asymptotique. Ce sera une ti*ajectoire döuUe- 
ment asymptotique. Soit C la trajectoire fermée qui passé par le point 
(y et qui représente la solution périodique. La trajectoire doublement 
asymptotique différe tres peu de C, lorsque t est négatif et tres grand, 
elle s'en éloigne asyniptotiquement, s'en écarte beaucoup d'abord, puis 
s*en rapproche de nouveau asymptotiquement, de fa9on a différer frés 
peu de C, lorsque t est positif et tres grand. 

Je me propose d'établir qu'il existe une infinité de trajectoires double- 
ment asymptotiques. 

Je comraence par observer que la courbe 0'J3, quelque loin qu'on 
la prolonge, ne poiirra jamais se recouper elle-raéme, c'est a dire que 
cette courbe C/ B prolongée n'a pas de point double. En eflfet d^aprés 
la definition de cette courbe les antécédents des divers points de C/B 
sont eux-mémes sur cette courbe (/B; de sorte que .Fantécédente de la 
courbe (^B est une portion de cette courbe. De méme la secondc, la 
troisiéme etc, la n® antécédente . de O' B sont des portions de plus en 
plus petites de cette courbe, limitées par le point (7 d'une part et un 
point D de plus en plus rapproche de O' d'autre part. 

Si la courbe O^B aväit un point double, il en devrait étre de méme 
de toutes ses antécédentes, et par conséquent de tout are (yD si petlt 
qu*il soit, faisant partie de O' B. Or les principes du § 1 3 nous permet- 
tent de construire la portion de O^B voisine de O' et de constater que 
cette portion de courbe n'a pas de point double. Il en est donc de 
méme de la courbe entiére quelque loin qu'on la prolonge. 

D'aprés la definition des deux näppes de la surface asymptotique et 
des courbes BC^A' ^ B'(yAj Tune de ces courbes (par exemple la courbe 
BCyA') est telle que le n"" antécédent d'un point de cette courbe se rapproche 
indéfiniment de O', quand n augmente; pour Tautre courbe B^CfA^ c^est 
le w* conséquent qui se rapproche indéfiniment de O'. Ce que norus 
venons de dire s'applique donc également a la courbe (yB\ pourvu qu*on 
remplace partout le mot antécédent par le mot conséquent. Donc la 
courbe CfB' quelque loin qu'on la prolonge ne se recoupera pas elle-méme 
et il est clair quil en sera de méme des courbes CfA et C/A', 

Äela malhemeUica, 18. Imprimé le 14 octobre 1890. 2& 
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Je dis maintenant que la courbure des courbes 0'B et QR est finie, 
je veux dire qu'elle ne crolt pas indéfiniment quand fx tend vers o. 

En cffet nous avons vu que non seulement les series s^ et s^ repre-* 
sentent asymptotiquement les deux fonctions /) et /^, mais que les series 

-z-i et ^ représentent asymptotiquement -r^ et -y-y. 

On en conclut que si fi est regardé comme un infiniment petit, la 
courbure de la courbe en trait plein au point B difFérera infiniment peu 
de . la courbure de la courbe pointillée au point le plus rapproché; or 
cette derniére courbure est finie, donc il en est de méme de la courbure 
de la courbe en trait plein. 

Soit maintenant J?, le conséquent du point B et B[ celui du point 
JB'. La distance BB^ est du méme ordre de grandeur que ^Ji et il en 
est de méme de la distance B'B[j les arcs BB^ et B'B[ sont donc tres 
petits si fl est tres petit et leur courbure est finie; d'autre part les 

f? TV- I? fV 

distances BB' y BiB[ de méme que les rapports -^^ , -^7^ tendent vers o 

quand /jl tend vers p; enfin il exisfe un invariant integral positif. 

Nous nous trouvons donc dans les conditions du théoréme III du § 8. 
Nous en conclurons que les arcs BBi et B'B\ se coupent, c'est a dire 
que la courbe O-R coupe la courbe 0'B prolongée et par conséquent 
qu'il existe au moins une trajectoire doublement asymptotique. 

Je dis maintenant qu'il en existe au moins deux. 

En effet la figure a été construite de fa9on que les points B et R 
soient sur la courbe 

y, = y, = o. 

Mais. Torigine des y^ est restée arbitraire; je puis supposer qu'on la 
choisisse de telle sorte qu'au point dMntersection des deux courbes (/B 
et CyB', on ait 1/^ = o. En ce cas les points B et B' coHncident. Il 
doit donc en étre de méme de leurs conséquents- 2?, et J5J. Les deux 
arcs BBi et RBl ont alors mémes extrem ités, mais cela ne suffit pas 
pour satisfaire au théoréme III que je viens d'appliquer (il faut en effet 
pour satisfaire a ce théoréme que Taire limitée par ces deux arcs ne soit 
pas convexe), il faut encore qu^ils se coupent en un autre point N. 

Par ce point passera une trajectoire doublement asymptotique qui 
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ne se confondra pas avec celle qui passé en J5. Il y a donc au moins 
deux trajectoires doublement asyniptotiques. 

Je suppose toujours que les points 5 et ^ se confondent. Soit 
BMN la portion de la courbe O' B comprise entré les points B et N] 
soit de inéme BPN la portion de la courbe 0'5' comprise entré le point 
B = B' et le point N. Ces deux arcs BMN et BPN limiteront une 
certaine aire que j'appelle a. 

Nous avons vu que dans le oas particulier du probléme des trois 

corps qui nous occupe on peut appliquer le théoréme i" du § 8. Il 

existera donc des trajectoires qui traverseront une infinité de fois Taire a. 

» Donc panni les conséquentes de Taire a, il y en aura une infinité 

qui auront une' partie cornmune avec a. 

Si donc on considére la courbe fermée BMNPB qui lirnite Taire a, 
et les conséquentes de cette courbe, il y aura une infinité de ces consé- 
quentes qui couperont la courbe BMNPB elle-niéme. 

Comment cela peiit-il se faire? 

L'arc BMN ne peut couper aucun de ses cönséquents; car Tarc 
BMN et ses cönséquents appartienncnt ä la courbe 0'B et la courbe (yB 
ne peut se recouper elle-méme. 

Pour la méme raison Tarc BPN ne peut couper aucun de ses 
cönséquents. 

Il faut donc, ou bien que l'arc BMN coupe un des cönséquents de 
BPNj ou que Tarc BPN coupe un des cönséquents de BMN (dans les 
hypothéses ou nous nous somines placés, c'est le second cas qui se pré- 
sentera). Dans Tun comme dans Tautre cas la courbe 0'J? ou son pro- 
longement coupera la courbe 0'jB' ou son prolongement. 

Ces deux courbes se coupent donc en une infinité de points et une 
infinité de ces points d^intersection . se trouveront sur les arcs BMN ou 
BPN. Par ces points d^intersection passeront une infinité de trajectoires 
doublement asymptotiques. 

On démontrerait de la méme maniére que la surface asymptotique 
qui coupe la surface t/^ = o suivant la courbe 0'Ä contient une infinité 
de trajectoires doublement asymptotiques. 
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CHAPITRE III. 
Resultats divers. 

§ 20. Solutions périodiques du 2« genre. 

Dans le chapitre précédent et en particulier dans les §§ 17 et, 1 8 
nous avons construit nos series en supposant que Ton donne a C\ unq 
valeur tantöt supérieure tantöt égale a — f^. 

Supposons maintenant qu'on ait donné ä C, une valeur < — f^. 
Alors 

nest pag toujours réel. Supposons par exemple que, pour la valeur 
choisie de C, , x\ reste réel quand y,^ varie depuis rj^ jusqu^ä rj^. Je 
vais corisidérer une valeur rj^ de y, comprise entré yj^ et rj^i 

< • 

et je vais chercher a définir les rrf pour toutes les valeurs de y^ com- 

prises entré ^^ et ^^. 

J'observe d'abord que xl est susceptible de deux valeurs égales et 
de signe contraire, a.cause du double signe du radical; donnons d'abord 
par exemple a ce radical le signe +. 

Imaginons que Ton ait calculé successivement 

1 o i o 

U^i , U^i , , . . j ^l f 

!2 9 *^0 9***9 kA/o . 

L'équatioii (7) du § 18 nous donne: 
d{y^ étant une fonction entiérement connue de y^ et C4_i une constante. 
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Nous déterminerons cette constante par la condition 

0{yj,) + C^^i = o. 

Alors bien que xl s'annule pour y^ = jy^, la fonction 

reste finie pour y, = ly^. 

Nous avons donc compléteraent déterrainé Ies fonctiöns rrf pour 
Q^g < y^ < 7j^ et nous appellerons Xqj Ies fonctiöns de y, ainsi déterminées. 

Supposons que Ton recommence le calcul en donnant au radical le 
Signe — . On trouvera pour Ies fonctiöns icf de nouvelles valeurs que 
j'appelle x*j et qui seront d'ailleurs la continuation analytique des pre- 
miéres. 

Imaginons ensuite que Ton remplace C, par une constante nouvelle 
G[ tres voisine de (7^. 

Alors le radical: 



V/^([2^,] + 61) 



sera réel toutes Ies fois que y^ sera coinpris entré rj^ et une certaine 
valeur o^g tres voisine de rj^. * 

Cela pose, nous allons par le procédé exposé ci-dessus calculer Ies 
fonctiöns a?f pour Ies valeurs de y, comprises entré rj^ et ^g, d'abord en 
faisant: 



^i = + v/^([^,] •+ Q 



(nous appellerons rrj^ Ies fonctiöns ainsi calculées), puis en faisant 



• 



(nous appellerons rrj < Ies fonctiöns ainsi calculées). 

Nous allons ensuite construire Ies quatre branches de courbes: 

I"". Vi = o, x^ = ip.A{y^)y x^ = ^oAy^) 

que nous prolongeronsdepuis y^ = rj^ ä y, =» 17^. . 
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2". 



y, == o, X^ = 9^^{yi), a?» = f i.»(y«) 



que nous prolongcrons égalemeTit depuis y.^ = rj^ jusqu'ä y^ = ly,. 
3°. y^ = o, Xi = j?a.,(y,), », = ^^tÅVt) 



que iious prolongcrons depuis y^ = rj^ ju8qu'a y^ = ij 



.0 

4 • 



Vi = o, 



»' 



^1 = ^8.1(^2). % = f'».»(y«) 



>i 



que nous prolongcrons égalenient depuis y^ = rj^ jusqu a y.^ == ly^ 
Dans ces formules nous avons pose: 

k 

La prcmiére et la seconde de ces courbes se raccorderont et seront 
tangentes en un rnéme point a la courbe 1/2 = ^s- 

La troisicme et la quatricnie eourbes se raccorderont égaleinent et 
seront tangentes en un méme point a la courbe y^ = lyg. 

Fig. *8. 




C-est ce quMndique la figure 8 011 les trois arcs pointillés repré- 
sentent les trois courbes 

oii Tarc AB représente la i'*'** de nos quatre branches de courbe, Tarc 
AD' la seconde, rare B'C la 3"'*^ et Tarc DC la quatricnie. 

Nous regarderons C, coninie une donnce, niais C[ est reste jusqu ici 
arbitraire. Nous déterniinerons C[ par la condition que la i^'"^" et la 3"® 
courbes se raccordent et que les points Ii et B* se cjonfondent, ce qui 
s'exprirne analytiqueinent par les conditions: 



(O 



fViC^v) = V^i.iM, ^0.3(577) == fV/i??)- 
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Ces deux équations De sont d'ailleurs pas distinctes et se raménent 
a une seule. 

En nous appuyant sur le théoréine III du § 8 nous pourrions dé- 
montrer que si C[ est déterrniné par les équations (i), les équations 



*+! 



serent aussi satisfaites aux quantités prés de Tordre de./£ * ; c'est a dire 
que la 2'^® et la 4'"' courbes se raccorderont aux quantités prés de cet 
ordre, ou que la disbince DD' est un infiniuient petit de méme ordre 



ill 

3 



que p, 

Mais je dois faire ici la mérae observation que plus haut; les series 
auxquelles on parvient de la sorte ne sont pas convergentes bien qu'elles 
puissent rendre des services si on les manie ayec précaution. 

Il existe donc des regions, oii, au inoins pendant un certain temps, 
f/2 (dans le oas oii Ton suppose v^ = o) on n^y^ — «,//., (dans le oas general) 
conservent des valeurs finies. Cest ce fait que les astronoines expriinent 
d'ordinaire en disant quMl y a libration. On peut se demander si ces 
regions de libration sont sillonnées de solutions périodiques. 

On peut s'en rendre compte par les considérations suivantes. 

Ecrivons les équations : 

a^i = ^? + /^?^ 

(2) r2 

X. --= ^; + yj/iyjfim + C\)+,jLul 

Ces équations sont a des quantités prés de Tordre /jl celles de surfaces 
que nous avons construites (voir figure 8); elles satisfont donc approxima- 
tivement aux équations (3) du § 17. Quant a w^ cest une fonction de 
y^ et de y^ qui ne diffore de ^r^ que par une fonction de ?/-, de telle 
sorte que 

dul dxl . • 

Gette fonction u^ doit d^iilleurs rester toujours finie. 

Je mc propose de modifier la forme de la fonction F qiii entré 
■dans nos équations diflérentielles de fa9on que ces équations (2) satis-» 
fassent exactement aux équations (3) du § 17. • 
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Je cherche donc une fonction F* telle que les équations: 



(3) 



dx^ dF* 


d». 


dF* 


di dij, ' 


dt 


dy.' 


dy^ dF* 


dHt 


dF* 


dt dx^ ' 


' dt 


dx^ 



admettent des surfaces trajectoires représentées préciscinent par ces équa- 
tions (2). 

Voici comment nous* déterminerons cette fonction F*. 

Observons d'abord que x\ et x\ sont déterminés par les deux équa- 
tions simultanées 

On peut tirer de ces deux équations x\ et x\ en fonctions de C 
Nous regarderons donc désormais x\ et x\ coinrae des fonctions connues de C. 

D'autre part [FJ est une fonction de y^, de x\ et de a;J, ce qui 
nous permet de le regarder conime une fonction connue de y.^ et de C. 

Les équations (2) nous donneront par conséquent Xi et x^ en fonc- 
tions de y, , de ya, de C et de 6\. 

Remarquons que si x^ et x^ sont définis par ces équations 

x^dy^ + x^dy^ = dS 

est une différentielle exacte, de sorte que: 

dx\ dul 

dy t ~ dy, ' 

Résolvons maintenant les équations (2) par rapport ä C et Cj, il 

viendra 

C = F*{x^yX^,y,y'y^), 

La fonction F* est ainsi définie et on au ra en employant la nota- 
tion de Jacobt: 

[i''*, <^] = o, 
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ce qui signific que 

0* = const, 

est une intégrale des équations (3). 

La solution la plus générale de ces équations (3) s'écrit alors: 

C et G{ étant deux nouvelles constantes d'intégration. 

Cherchons ä former effectivement F* ou du moins ä nous rendre 
corapte de Tordre de grandeur de la différence: 

F—F*. 

Or x] est défini par la condition suivante: 

doit étre une quantité de méme ordre que fiyf . (Cf. § 17.) 

dF 
Donc comme -^ est nul, la fonction 

dxl 

Fix", +f^\,xl + y/jixl + fmf) — G 

sera encore de méme ordre que /£\//i, quelle que soit la fonction wj. 
D'ailleurs on a identiqueraent: 

F*{^x\ J^ px\,x\ + ffixl + /£w|) = c. 

Donc la diflFérence 

F—F* 

regardée comme fonction de /£, de C, de Gj, de y^ et de y^ est de Tordre 

de /JL\Jfx. • 

Posons maintenant: 

sTj v r^ "~~" »»^j — — Xj , 

Des deux équations (i) on ti rera facilcment C^ et C en fonctions 
de a?i , ^2 , J/i j y^ et /£; on voit alors sans peine que C et C, peuvent étre 
développés suivant les puissances positives de yjji, les coefficients étant 
des fonctions finics de ojp de f^, de y^ et de 1/,. 

Aeta fnaVttmatiea. 13. Impriiné le 14 octobrc 1890. 3() 
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N0U8 venons de voir que F — jP* est une fonction de /£, de y^, de y,, 
de C et de C\ dont le développement suivant les puissances de fi cora- 
mence par un terme en fxsj]i\ si nous y rempla^ons C et C^ par leurs 
valeurs qn fonctions de /£, de a?,, de f^, de y^ et de y^, nous verrons que 
cette diflFérence F — F* est une fonction développée suivant les puis- 
sances de fx, dont les coefficients dépendent de a;, , f ^ , y^ et y, et qui 
commence par un terme en fi\JJi. 

Par conséquent la fonction: 

F — F* , 

p- = F{fi ,x,,$^,y,, y^) 

ne devient pas infinie pour /x = o. 

Par le changeinent de variable que nous venons de faire les équa- 
tions (3) deviennent: 

dx, _ (IF* (hj^ dF* 

dt du. dt dx, 

(3') 

d^ _ dF* ^hj ^ ^ '^^'* 

De méme les équations proposées: 

dxi dF dyi dF 

dt dyi dt dxi 

doivent se red u i re a: 



(4) 



dx^ ^_ dF dy^ dF 

dt dy^ dt dx^ 

d$^ dF dy^ dF 



(5) 



Nous formerons en outre les équations sui vantes: 



qui se réduisent a (3') pour e = o et a (4) pour s =/iy//i. 
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D'aprés ce que nous avons vu plus haut,. les équations (3) et par 
conséquent les équations (3') peuverit s'intégrcr exacteincnt; nous en avons 
donné par les équations (a) la solution générale. 

Si Ton discute cette solution générale et si on cherche a la con- 
struire en conservant le mérne mode de representation géométrique que 
dans les paragraphes précédents, on verra qu'il existe une infinité de 
surfaces trajectoires fermées. 

Ces surfaces qui ont pour équation: 

(f.\ !^ ^ y ^ 

^^ • X, 'A+tJix\ 

différent peu des surfaces que nous avons construites dans le § 17 et dont 
Téquation s'écrivait: 

(7) 



^._ 



Elles ont uiéinc forme générale que les surfaces définies par Téquation 
(7). Si donc nous faisons les inéines hypothéses que dans le § 17 au 
sujet des maxima et des minima de \If\\ deux de nos surfaces (6) seront 
des surfaces fermées a courbe double; ce seront celles qui correspondent 
aux valeurs — f^ et — y^ de la constante C^. Les autres se composent 
de une ou deux näppes fermées. 

La surface fermée ä courbe double sera pour nos équations (3') 
une surface asymptotique et elle partagera Tespace en trois regions cqmme 
nous Tavons dit plus haut. 

Parmi ces regions, je distingue la region B^ comprise entré les deux 
näppes qui est une region dite de libration et je me propose de montrer 
que dans cette region, on peut tracer une infinité de trajectoires fermées 
correspondant ä des solutions périodiques. 

Revenons en effet aux équations (a) qui nous fönt connaitre la so- 
lution générale des équations (3) et (3'). D'aprés la forme des équations 
(2), nous pouvons écrire: 
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a et b étant dos fonctions de C et de Cj seuleinent et ^(y, , y..,) nne fonc- 
tion reelle et périodique de ^/i et de y^. 
On en déduit: 

dS _da^ . dh_ ,d6_ /^ f dy, 

"^^ - dc\ - dc, y\ + dc, y-^ ^dG,^\ 2Nj v/pjTcj ■ 

Nous donnerons a 6\ une valeur déterminée qui devrä étre plus 
petite que — ^^ puisque nous nous supposons placés dans la region JS,. 

La surface ferméc qui correspond a cette valeur de C\ présentant 
les mémes connexions que le tore, nous pouvons en faire le tour de deux 
inaniéres différentes: i° en rcgardant y^ comme constant; 2° en regardänt 
y^ corame constant. 

Quand on aura fait le tour de la surface en rcgardant y^ coinrne 

constant, y^ aura augmenté de 2;r et -r-^ aura augmenté de 

da 

2TZ 



dC, 



Quan^ on aura fait le tour de la surface en rcgardant y^ comme 
constant, y.^ sera revenu ä la mcme valeur, mais Tintégrale 



/ 



dy^ 



>j(m + c,) 



aura augfnent^ d'une certaine période v définie comme il suit: 

Supposons que les valeurs de y^ pour lesquelles le radical \'J[Pj+'^ 
est réel soient les valeurs coraprises entré tj^ et rj^y on aura: 






v= 2 f 'h 






Quand notre intégrale augmentera de v, -^- augmentera de 



dG. 



V: 



2N 



§ 20. Sur le probléme des trois corps et )es équatioDS de la dynaiuique. 237 

Pour que la solution qui correspond a cette valeur de C^ soit pé- 
riodique, il faut donc et il suflPit que ces deux quantités:' 



2;r^ et v\/^ 



da 



soient comniensurables entré elles. 

Cette condition sera évidemmeut satisfaite pour une infinité de va- 
leurs de Cj; notre region 2J, contient donc une infinité de trajectoires 
ferinées, representant des solutions périodiques. 

Ainsi si K est un nombre commensurable quelconque, Téquation: 

(qui contient C\ parce que -Tp et v sont des fonctions de CJ nous don- 

nera une valeur de C^ correspondant a une solution périodique. 

Pour discuter cette équation, il me faut chercher ce que c'est que 
da 
dC,' 

Il me sufiTit pour cela de rappeler que: 

a = a;J + ;t£[a;J] 
et que: 

doit se réduire a G aux quantités prés de Tordre de ja^. On en conclut: 

— njv]—-{xiy'\rF,{x',,x!^,y,,y^)=^o 

■ 
d*^oii 

et: 

da fi 

dÖ.~~n.' 
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-TT^ est donc une coiistante, indépendante de C^ , de sorte que Téqua- 
^ tion (8) peut s'écrire 

v 
(8') "7= = coiist. 

Pour discuter cette équation nouvelle, il convient de chercher com- 
mcnt varie v quand on fait varier C^ depuis — ^^ jusqu'ä — ^^. 

Pour C'j = — j?^, v est infini; Cj variant depuis — ^^ jusqu*a — ^^^ 
v décroit d'abord jusqu^a un certain minimum, pour croitre ensuité de 
nouveau jusqu'a rinfini. 

Pour Cj < — f^y v peut admettre deux valeurs correspondant aux 
deux näppes de la surface et que Ton peut envisager séparément. (Cf. 
figure 7.) • 

La premiére näppe de la surface reste reelle quand G^ est compris 
entré — ^^ et — ip.^\ la valeur correspondante de v décroit depuis Tin- 
fini jusqu'ä un certain minimum quand C^ décroit depuis — ^^ jusqu'ä — ip^. 

La secpnde näppe de la surface reste reelle quand C^ est compris 
entré — ^^ et — y^ ; la valeur correspondante de v décroit depuis Tinfini 
jusqua un certain minimum quand C\ décroit depuis — ^^ jusqu'a — ^j. 

Ainsi v admet trois minima au moins et reste toujours supérieur ä 
une certaine limite positive.' 

Si donc nous rcgardons Téquation (8') comme définissant C^ en fonc- 
tion de /i, 6\ sera fonction continue de /i, mais nous pourrons prendre 
[i assez petit pour que cette équation n'ad mette aucune racine. 

Ainsi il est certain quil existe toujours une infinité de solutions 
périodiques; mais quand on fera décroitre /ä, ioutes ces solutions dispa- 
raitront Tune apres Fautre. 

11 résulte de ce qui préccde que les équations (5) admettent pour 
s = o une infinité de solutions périodiques; les principes du chapitre III 
(i^""® partie) nous permettent d*afifirmer quMl y en a encore une infinité 
pour les valeurs sufllsamment petites de e. Comme fi est tres petit, il 
semble tres probable qu'il existera une infinité de solutions périodiques 
pour £ = fiyjfi^ c'est ä dire pour les équations (4) qui sont déduites par 
un changement de variable tres simple des équations proposées. 

Par conséqueiit, si nous revcnons a ces équations proposées, nous 
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voyonö que dan% la region de libration B,^ H y a une infinité de trajec- 
toires fermées representant des solutions périodiques. Nous allons d'ailleurs 
Tétablir rigoureusement par une voie toute différente. 

Mais 81 faisant décroitre /jl d*une maniére continue, on suit une de 
ces trajectoires fermées, on la verra se déformer aussi d'une fa9on con- 
tinue et disparattre ensuite pour une certaine valeur de fx, Ainsi pour 
[X = o toutes les solutions périodiques de la region R^ auront disparu 
Tune apres Tautre. Ce n'est pas ainsi quc se comportaient les solutions 
périodiques étudiées dans le chapitre Hl (i^'® partie) et qui subsistaient 
encore pour jul = o. 

On peut déinontrer que dans le voisinage d'une trajectoire fermée 
representant une solution périodique, soit stable, soit instable, il passé 
une infinité d'autres • trajectoires fermées. Cela ne suffit pas, en toute 
rigueur, pour conclure que toute region de Tespace, si petite quelle soit, 
est traversée par une infinité de trajectoires fermées,^ mais cela suffit 
pour donner a cette hypothése un haut caractére de vraisemblance. 

Ainsi que je viens de le dire, raper9u qui précéde ne suffirait pas 
pour établir rigoureusement 1'existence des solutions périodiques du 2® 
genre. Voici comment nous y parviendrons. 

Reprenons nos équations différentielles 

dxi _dF dyi _ dF 

dt dyi dt dxi 

et envisngeons une solution périodique du i" genre de période T; quand 
t augmentera de T, y^ et y^ augmenterpnt de n^T et de n^T; je sup- 
poserai comme plus haut: 

w, r = 27r, n^ ■= o. 

Cela pose, de l'équation 

F == C 

nous pouvons tirer x^ en fonction de x^ , y^ et y^\ en rempla^ant x^ par 
la valeur ainsi obtenue, on trouve: 



dx^ dF 
dt dy^ ' 


dy^ 

dt 


dF 
dx^ 


dt 


dF 
dx^ ' 



* Los travaux réceots de Af. Cantor dous ont appris eii effet (pour employer lo 
langagc de cc savaut géoroétrc) qnnn ensemble peut étrc parfait, Fans étrc continn. 
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les seconds raembres pouvant -étre regardés comme des fonctions connues 
de Xiytfi et y,. Enfin en éliminant dt il viendra: 

(9) P = X, ^ = Y, 

y^f dy. ' dy. ' 

X et F étant des fonctions connues de Xy , y^ et y^, périodiques de période 
27t par rapport ä j^, . 
Soit: 

la solution périodique considérée qui sera de période 2 ;r par rapport a 
2/,; je suppose que cette solution périodique soit öelle que nous avons 
définie plus haut et qui était représentée approximativemént sur la figure 
du § 17 par la courbe fermée isolée de la surface Cj = — jjjg* Ce sera 
donc une solution périodique stable, elle admettra deux exposantö carac- 
téristiques a et — a égaux et de signe contraire et dönt le carré sera 
réel négatif. 

Soit maintenant 

•^1 = f^i(yi) + fl, ^9=^2(^1) + ^» 

une solution peu différente de la premiére. Soient conformément aux 
notations du chapitre III (i^'® partie) y9, et ^^ les valeurs initiales de 
fl et de ^2 pour y^ = o, et /?i + ^1 , ^^2 + <p2 les valeurs de fi et de f , pour 
y, 3= 2k7r {k entier). La solution sera périodique de période 2Ä7r si Ton a: 

(10) ^j = ^, = o. 

On sait que ^1 et ^^ pourront se développer suivant les puissances de 
Pi et ^2 et q^e ces fonctions dépendront en outre de /£. 

Si on regarde un instant ^^ , yjj et /i comme les coordonnéeö d*un 
point dans Tespace, les équations (10) represen tent une certaine courbe 
gauche et a chaque point de cette courbe gauche correöpond une öolu- 
tion périodique. Il est clair que ^1 et ip^ s*annulent avec yjj et ^,; en 
effet si l'on fait f ^ = o , fj = o, on obtient, d*aprés la definition de fj 
et de ^2, une solution périodique de période 27r qui peut aussi étre 
regardée comme périodique de période 2k7r. 

La courbe (10) comprend donc d'abord Taxe des /x tout entier. ele 
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me propose de démontrer que si, pour ji = /i^ , Aa est inultiple de 2/r, 
il existera une au tre branche de la courbe (10) qui passera par le point 

/i = ;Uo, •^ ^1 = o, ^2 = 

et par conséquent que pour les valeurs de [i voisines de /i^, il existe 
d'autres solutions périodiques que f, = f.^ = o. 

Posons fl — fi^ = X et cherchons a développer ^', et ^2 suivant les 
puissances de y9i, de y?^ et de ^. 

Calculons d'abord les termes du i^' degré par rapport a y9, et äy9.^. 

Je dis d'abord que pour ^ = o, c'est a dire pour /t = /i^^ tous ces 
termes sont nuls. 

En effet supposons que les f soient assez petits pour qu'on en puisse 
négliger les carrés. Nous avons vu dans la i**^*" partie que dans ce oas, 
les f satisfont a un systéme de deux équations différentielles linéaires, 
que nous avons appelées équations aux variations des équations (9). 
Nous avons vu égalemént que ces équations linéaires admettent deux 
Solutions remarquables; que la premiére de ces solutions est raultipliée 
par e'"'^ quand y^ augmente de 2;r, et que Tautre est multipliée par e 

Pour A = o, ka est un multiple de 2i7r de sorte que e^"'' et e 
sont deux racines /»;*"' de Tunité. Donc nos deux solutions se reproduisent 
quand y, augmente de 2k7r. Comme Téquation est linéaire, la solution 
générale est une combinaison linéaire de ces deux solutions remarquables, 
et elle ne change pas non plus quand tfi augmente de 2k7r. 

Comme ^, et (p^ sont précisément les accroissements que subissent f^ 

et fj quand y^ passé de la valeur o a la valeur 2A*;r, ^j et ^^ doivent 

étre nuls; mais cela n'est vrai que quand fj et f^ (ou y9, et y?^) sont 

assez petits pour quon puisse en négliger les^ carrés; ce seront donc 

seulement les termes de ^^ et ^^ qui sont du i*' degré en y9, et /S^ qui 

seront nuls. 

C. Q. F. D. 

Soient: 

ay9i + 1^2 les termes du premier degré de <^,, 
^/^i + ^A Igs termes du premier degré de ^3. 

Nous venons de voir que pour A = o 

■ 

Aeta fnaitumaiiea. 18. Imprliné le 18 octobre XMO, 3^ 
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Soit encore pour X = o: 

da , db ,, de , de , 

dÅ^^' dJ^ ' dÅ^^' Jå^^' 

Je dis que 

rt' + c' = o. 

En eflFet Téquation en S 

(^a—8){e — S) — bc = o 

admet pour racines: (ef. § 12) 

5=1— e^**'^, S= i — «-««*'; 

pour A = o, ees deux räeines sont nullea; si Å est assez petit pour qu'on 
puisse en négliger le carré, elles seront égales ä: 

cLa 

Uéquation en Si 

(a' _ S){e' — S) — Ve' = o 

aura donc pour racines 

5 = + 2Ä-;r-T7 

et corame ces deux racines son t égales et de signe contraire on aura: 

a' + 6' == o. 

De plus a' , e' , h' et c' ne seront pas nuls ä la fois en general. En eiBFet 
cela ne pourrait avoir lieu que si — = — était nul. Or /i^ est un« 
quantité choisie de telle sorte que a (qui est une fonction de fi) soit 
commensurable avec air. Or -7- ne pourrait 8'annuler pour toutes les 

valeurs commensurables de -7- qu'en s*annulant identiquement; alors a 

2 ITT 

serait une constante (qui devrait d'ailleurs étre nulle puisque a = o pour 
fi = o) ce qui n'a pas lieu en general. 
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Nous avons vu que pour A = o les termes du i*' degré de ^i et 
de ip^ 8'annulent identiquement. Supposons qu'il en soit de inéme des 
terrnes du 2^ degré, du 3° degré, etc, du m — i' degré, mais que les 
termes du m"" degré ne s'annulent pas identiquement dans ^1 et dans ^3 
pour A = o. Soit ^i Tensemble des termes du m** degré de ^i pour 
A = o; soit d^ reneerable def termes du w* degré de ^, pour A = o. 
Ainsi dl et Äj sont deux polynömes homogénes du w*' degré en p^ et ^3 
et de ces deux polynémes Tun au moins ne s^annule pas identiquement 

Posons: 

^, = a'Xp, -f i^A/S, + ^1 + ^1, 

if)^ = c'A^i — a'A^a + ftj + ö>2 . 

• 

Alors ö>i et öIj seront un ensemble de termes' qui seront: ou bien du 
(m + i)* degré au moins par rapport aux )9, oU bien du second degré 
au moins par rapport aux p et du i*' degré au moins par rapport ä A, 
ou bien du i" degré au moins par rapport aux ^ et du 2^ degré au 
moins par rapport å A. 

Je me propose de démontrer que Ton peut tirer des équations (10) 



Pi et ^3 en series ordonnées suivant les ptfissancet de >t*""' et dont tous 
les termes ne sont pas nuls. 

Mais il faut d'abord que je démontre que Ton a identiquement: 

En eflfet il existe un invariant integral positif. Nous en concluons qu^il 
existe une intégrale 

qui a la méme valeur pour une aire quelconque appartenant a la portion 

de surface sans contaet j/i = o et pour toutes ses conséquentes. 

De plus la fonction est positive. Donc (P(o , o) nest pas nul; 

en multipliant la fonction (P par un facteur convenable, nous pourrons 

donc toujours supposer: 

0{o , o) = I. 
Mais le point: 

Ä = /5i + ^1, ^2 = A + 5^2' yj = 2*.T 
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est le A;^ conséquent du point: 

ci = /9i, ^s = y52, yi = o. 

On aura donc pour une aire quelconque: 

d*oii 1'identité: 

(1 1) </>(/9. + ^, , y9, + ^,)[^ — ——- j^^ -^^ J 

Nous supposerons A = o, nous aurons donc: 

^1 = 01 + ö>i, ^2 = Ä^ + ro^. 

Les <? ne contiennent alors que des termes du m"" degré et les to que des 
termes du (m + i)** degré ou de degré supérieur. 
Il résulte de la que la différence: 

ne contient que des termes du m® degré au inoins par rapport a ^j et a 
^2. Si Ton convient de négliger les termes du m^ degré et de degré 
supérieur, on pourra écrire: 



On aura, en négligeant toujours les termes du m" degré: 

dp, dp,' dp, dp, 



et 



d{p, + ^.)rf(Ä + ^.) d(p, + ^>,) ^(/?, + ^,) _ . ,de, de, 

dp, dp, dp, dp^ f rf/9. T" dÄ ' 
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de sorte qu'en identifiant dans Tidentité (i i) tous les tennes de degré 
inférieur a m, on arrivc a la relation: 






Dans le premier menibre cette relation, nous ne devons conserver que 
les termes.de degré w — i au plus de sorte qu'il reste: 

— - A — - = o 

C. (i. F. D. 
Posons : 

on voit que ö, et ^ deviennent divisibles par rf et cd^ et w^ par irf^^^ de 
sorte qu'Dn peut poser: 

d'ou : ^ . 

■ ^ = ± 7"(^"ri - ^%) + r^'2 + rr^'< , 

de sorte que nos équations (lo) peuvent étre remplacées par les suivantes: 

, , + (^*'ri + b'r^ + ö; + 7ö>; = o, 

(I2) 

± (^'Vi — »Va) i- ^2 + 7^i = o. 

Je dis qu on peut tirer de ces équations f^ et y^ en .series ordonnées 

suivant les puissances de -q et sans que ces series soient identiquement 

nuUes. 

En vertu du théoréme IV, § 2, il nous sufifit pour cela d^établir: 
i^ Que les équations (12), quand on y fait ly = o, admettent au 

moins un systeme de solutions reelles: 



o o 

Ti — Ti > Ta — Ttr- 



2**. Que si Ton fait: 



57 = o, xi = fiy n = r2 
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le détenninant fonctionnel des premiers membres des deux équations (12) 
par rapport a j-^ et j-^ n^est pas nul. 

Cela revient a dire que, pour les équations (12) réduites par la sup- 
position de rj = Of la solution 

Ti ^^ Y\y A =" Y'z 

doit étre une solution simple. 

Mais en vertu des théorémes V et VI du § 2 et de leurs corollaires, 
on peut encore développer y^ et 7-, suivant les puissances de oy, quand 
méme cette solution serait multiple, pourvu que Tordre de multiplicité 
soit impair. 

Nous sommes done conduite a envisager les équations: 

± (a'n + *>,) + 0; = o, 

(13) 

± ip'n — ^'%) + ffi = o 

et nous devons chercher a démontrer que ees équations admettent au 
inoins une solution reelle d'ordre impair. 

De ees équations nous pouvons tirer la suivante: 

(14) (a V, + b'r,)e:, — (cy, - «v,)<^i = o 

qui est homogéne et dont on pourra par conséquent tirer le rapport - . 

Ti 

Il est clair que 0[ et d'^ sont formés avec ^^ et j'^ comme d^ et 0^ 
avec ^j et ^9^,; on aura done: 

d0[ , de;, 

— - 4 = o 

dri du 

Cela prouve qu'il existe un polyn6me f homogéne et de degré m -\^ i 
en y*! et /-j et qui ert tel que: 



du dy. 



De méme si nous posons: 



f.=\{b'A + 2a'r,r.-c'r^ 
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il vient: 



»Vi + i'r2 = ^ » ^Vi — »V. = 






(le sorte que Téquation (14) peut 8'écrire: 



Considérons rexpresflion: 



<lf, df 


df.df 
dr, dr. 


0. 


H 


r 

/•»» + ! 
71 





Elle eKt homogéne et de degré o par rapport a /-j et ^^i elle ne dépend 

donc que du rapport -. Je dis que le dénominateur /) ne peutjamais 

8'annulen ^ 

En effet Téquation: 

(a' — S){e' —S) — Ve' = o 

doit avoir ses deux racines imaginaires, d*ou: 

a'e' — Ve' = — a'' — b'c' < o 

dou: 

a'" + b'c' > o, 

ce qui prouve que la forme quadratique ^ est définie. L'expression H 
ne peut donc jamais devenir infinie. Elle admettra donc au moins un 
maximum. Pour ce maximum on devra avoir: 

Ainsi Téquation (14) admet au moins une racine reelle. Elle sera en 
general simple. En tout cas, elle sera toujours d'ordre impair, car un 
maximum ne peut correspondre qu'a une racine d'ordre impair. 

Nous avons tiré de Téquation (14) le rapport -; nous pouvons donc 

Ti 



poser: 



Ti = ^i^y h = ^^^y 



dl et <?2 étant des quantités connues. 



248 H. Poincaré. § 20. 

Il nous reste maintenant ä déterminer u. Po ur cela dans la pre- 
miére des équations (13) je remplace ;*, et j^^ P^^ ^1^ ^* ^2^r il vient: 

dl étant foriné avec d^ et d.^ coinme 6[ avec y^ et y^'^ d'oii: 

(15) + {a'd, + />U) + d\'i(r-' = o. 

Cette équation. doit déterminer w; si m est pair elle aura une racine reelle; 
si m est impair (et c'est d^ailleurs ce qui arrivera en general) elle aura 
deux racines reelles, ou pas de racine reelle; elle aura deux racines 
reelles si 6[' et +{(i'(\'\-h'å^ sont de signe contraire; mais on peut 
toujours grace au double signe +, s'arranger pour qu'il en soit ainsi. 

Uéquation (15) admet donc au raoins une racine reelle. De plus 
cette racine est simple. Il n'y aurait d'exception que si 

a'd^ + Vd^ = ou d[' = o. 

Mais dans ce cas on remplacerait Téquation (15) par la sui vante: 

+ {c'd, — a'o\) + d'^if'-^ = o. 

Il n'y aurait donc plus de difficulté que si on avait «a la fois: 

a'di + //ö\ = c'/?, — a'(\ = o 
ou bien 

/?;' =. /?- = o. 

La premiére circonstance ne peut pas se produire, a cause de Tinégalité: 

a'^+ h'c' > o. 

La seconde circonstance pourrait au contraire se presenter. Il peut se 
faire que Téquation (14) admette une racine telle que 0; = /?5 = o. Mais 
je dis que dans ce cas Téquation (14) admettra encore au moins une 
racine pour laquelle cette circonstance ne se produira pas. 
En eflFet on a identiquement: 
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Si donc: 

d\ = ö; = o 

on aura /* = o et puisque f^ n'est jamais nul 

i/ = o. 

Il peut se faire en effet que Texpression H admette o comme maximum 
ou comme minimum. Mais cette expression n^est pas identiquement nulle 
puisque d[ et ÖJ ne sont pas tous deux identiquement nuls; de plus elle 
reste toiijours finie; elle devient donc soit positive, soit negative; si elle 
devient positive, elle aura un maximum positif et différent de o; si elle 
devient negative elle aura un minimum négatif et différent de o. 

Ainsi Téquation (14) admet toujours au moins une racine reelle 
d'ordre impair telle que d\' et 0!^' ne s'annulent pas a la fois. 

Donc les équations (13) ont au moins une solution reelle d'ordre 
impair. 

Donc on peut trouver des series qui ne sont pas identiquement nulles, 
qui sont développables suivant les puissances fractionnaires positives de 
fl — [x^ et qui satisfont aux équations (10) quand on les substitue ä y9j 
et ^,. 

Donc il existe un systéme de solutions périodiques de période 2k7r 
qui pour /i = /i^, se confondent avec la solution 

Ce sont les solutions périodiques du 2® genre. 



§ 21* Divergence des series de M. Lindstedt. 

Je voudrais terminer Fexposé des resultats généraux de ce mémoire 
• en appelant particuliérement Tattention sur les conclusions negatives qui 
en découlent. Ces conclusions sont pleines d'intérét, non seulement parce 
quelles font mieux ressortir Fétrangeté des resultats obtenus, mais parce 
qu^elles peuvent, en vertu précisément de leur nature negative, s*étendre 
immédiatement aux cas plus généraux, tandis que les conclusions positives 
ne peuvent se généraliser sans une demonstration spéciale. 

Äcta mathtmatiea. 13. Imprim^ le 21 octobre 1890. 32 
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Je me propose d*abord de déraontrer que les series proposées par 
M. Lindstedt ne sont pas convergentes; mais je veux auparavant rappeler 
en quoi consiste la méthode de M. Lindstedt. Je rexposerai, il est vrai, 
avec des notations différentes de celles qu'avait adoptées ce savant astro- 
nonie, car je désire, pour plus de clarté, conserver celles dont j'ai fait 
usage plus haut. 

Mettons les équations de la dynamique sous la méme forme que 
dans la seconde partie du present mémoire et écrivons: 



dx^ _ dF 


dx, dF 


dy, _ dF 


dy. 


dF 


dt ~~ dy^ ' 


dt dy^ ' 


dt dx, ' 


dt 

9 


dx^ 



F sera une fonction donnée des quatre variables a?, , ir^ , y, et y^ et nous 
aurons: 

F^ sera une fonction de x^ et de x^^ indépendante de y^ et de y^ ; ju sera 
un coefficient tres petit, de sorte que iiF^ sera la fonction perturbatrke. 

Cest en effet sous cette forme que se présentent Ica problémes de 
la dynamique et en particulier les problémes de la mécanique céleste. 

Si fi était nul, x^ et x^ seraient des constantes. Si fi n'est pas nul 
mais tres petit, et qu'on appelle f, et f^ les valeurs initiales de x^ et 
de x^j les différences x^ — fi et x^ — fj seront du méme ordre de gran- 

deur que /£. 

dF dF 

Si donc nous appelons n, et n^ les valeurs 3e — -j^ et de • 

pour Xi = $1 j X2 = $2, les différences: 



dx, dx 



__._„^ et -^--n. 



seront du méme ordre de grandeur que fi, ce qui nous perniettra de 
poser: 



dF, , . 

dF 



O 



dx^ 



n^ — t^^iKp^i > ^v) 



^^ et jTj étant des fonctions de x^ et de x^ qui ne sönt pas tres grandes. 
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Les équations du inouvement »'écrivent alors: 

dx, _ tiF, d«, _ dF^ 



dt 



/ dF,\ d>u , ( dF, 

*»' + f^V^-d^} di- = «« + ^l^' ~iH 



Supposons maintenant que x^ , x,^ , y^ , y.^ au lieu d'etre regardés di- 

rectement coinine des fonctions de t soient regardés comme des fonetions 

de deux variables: 

Wi et w.i 

et que Ton pose: 

Wi ^ Xyt + ©1, Wj == k^t + S>2- 

©, et ®j seront des constantos d'intégration arbitraires; A, et ^ seront 
des constantes que la suit« du calcul détertninera coiripléteinent. 
Les équations du inouvement deviennent alors: 

'^'dw, + ^dw, f^dy, ~°' 

.dx dx, dF, _ 

^'d^,^^d^~'^di~^' 

(J) 



= o, 



(^) 



Posons maintenant: 

a^i = ojj + nx\ + /^'a;* + /f^ + • • • > 

ajj = a;5 + /trj + A<'^« + y"*^» .+ • • • > 

y, — tr, = /£y} + /iV? 4- , 

y» — Wj = )«^J + /uVs + •• 

X, = )!i + {iX\+ix'A+ , 

k, = A+li}}, + nX+ 
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Je suppose que les coefiFicients Af sont des constantes et que les 
coefticients y^ et x^ sont des series trigonométriques ordonnées suivant 
les sinus et les cosinus des multiples de tVi et de w^^, 

Je supposerai d'ailleurs comme je Tai toujours fait jusqu'iei que F^ 
est une serie trigonoraétrique dépendant des sinus et cosinus des multiples 
de 2/1 ^t de f/j et que les coefficients de cette serie sont des fonctions 
holomorphes de Xi et de rTj. 

Dans ces conditions, si dans les premiers membres des équations (i) 
je substitue a la place de Aj , Aj , ^i , 2/3 > ^i et x^ leurs valeurs (2), j'aurai 
quatre fonctions développées suivant les puissances croissantes de jj, et il 
est clair que les coefficients des diverses puissances de /j. seront des series 
ordonnées suivant les lignes trigonométriques des multiples de w;, et w^. 

J'appelle: 

0, , 02 . ^[ et 0:^ 

ces quatre fonctions. 

Cela pose, le théoréme de M. Lindstedt consjste en ceci: 

11 est possible, quelque grand que soit g, de déterminer les 2q + 2 

constantes 

A® A^ A^ 

Al , Al , . . • j Aj, 

;i^ A^ A^ 

et les 4y series trigonométriques: 

.^1 , . • . , ^1 , 
.^2 7 * • ' 9 *^3 9 

Vi j • • • ? ^1? 

^2 ? • • • ) 2/2 > 



de fa^on ä annuler dans 



01 , 02 > <^i et 0; 



les termos indépendants de jx et les coefficients des q premiéres puis- 
sances de /i, de fa9on, en d^autres termes, a satisfaire aux équations du 
mouvement aux quantités prés de Tordre de //■*"\ 
On trouve d'abord: 
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(Oi et ö>3 étant des constantes d'intégration que nous supposorons de 
Tordre de /i. 

Supposons que Ton ait détenniné par un calcul préalable: 






Vi •> • ' ' y Vi ) 



et que Ton se propose de déterminer 

Pour cela, écrivons que le coefficient de /i' est nul dans ^i , 0.^ et 0[y 0!^. 
Il vient: 



(3) 



dxi , dxi ^ 




dxi , ^«? v 




dy! , dy! , ,, 


r., 




Y„ 



Xj , Xj , Fl et 1^2 étant des fonctions connues. 

Xi , Xj , Yl et Yj sont des series trigonométriques en Wi et W2- 
Pour que Tintégration des équations (3) soit possible, il faut: 

1° que le rapport — soit incoinmensurable, ce qu'il est toujours per- 

mis de supposer. 

2° que dans les series trigonométriques Xj et Xj, les ternies tout 
connus soient nuls. Il en est effectivement ainsi, inais la demonstration 
de ce fait important est délicate et ne saurait trouver place ici; je me 
borne a dire qu'elle doit etre fondée sur Temploi des invariants intégraux. 

3° que dans les series trigonométriques Y^ et Y^ les termes tout 
connus se .réduisent a X\ et A?; comme X] et Af sont deux inconnues, nous 
déterminerons ces inconnues par cette condition. 
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L'intégration des équations (3) est alors possiblc. Leur integration 
introduira quatre constantes arbitraires. A chaque approximation nouvelle, 
nous aurons ainsi quatre constantes d'intégration de plus; nous leur don- 
nerons des valeurs quelconqiies et nous ne conserverons d'autres constantes 
arbitraires que Wi j w^ , a>i et a)^. 

Ainsi les series de M. Lindstedt sont des series trigonométriques en 
Wi et w.^; elles sont développées sui vant les puissances de /i et aussi 
suivant les puissances des deux constantes wi et (o^. 

Ces series d'aprés le théoréme de M. Lindstedt, satisfont formdle- 
ment aux équations du mouvement. Si donc elles étaient unifonnément 
convergentes, elles nous donnefaient Tintégrale générale de ces équations. 

Je dis qm céla n'est pas possible. 

En effet supposons qu'il en soit ainsi et que nos series convergent 
uniformément pour toutes les yaleurs du temps et pour les valeurs suffi- 
sainment petites de /£, de (Oi et de cw^. 

Il est clair que Aj et Å2 sont aussi des series ordonnées suivant les 
puissances de /i , a>i et w^ . Pour certaines valeurs de wi et cd^ le rapport 

y est cornmensurable. Les solutions particuliéres qui répondent a ces 

valeurs des constantes d'intégration sont alors des solutions périodiques. 

Nous avons vu plus haut que toute solution périodique admet un 
certain noinbre d'exposants caractéristiques. Voyons comment on peut 
calculer ces exposants quand on posséde Tintégrale générale des équa- 
tions données. 

Soit: 

cette intégrale générale. 

Supposons qu^en donnant a Wi , w^ , a)i et 0)2 ^^s valeurs déterminées 
ö>j , ö>2 , ©J , ©2) l^s fonctions <p^' , ^2 > ^1 j ^7 deviennent périodiques en /. 
Pour avoir les exposants caractéristiques de la solution périodique ainsi 
obtenue, nous formerons les seize dérivées partielles: 
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dx^ 
dw^ 


dx^ 
' dw. 


' dw. 


dy. 


dx^ 
dm^ 


dx^ 

' dm. 




dy^ 
' dm,' 


dx^ 
dco^ 


dx^ 
' dw^ 


dy, 

' dw. 


dy, 

' d<0, ' 


dx^ 


dx^ 


dyr 


dy. 



dm^ ' cZö, ' dm^ ' dm^ 



et nous y ferons ensuite 



Alors j-^ par exemple prendru la forme suivante: 



do) 
dx 



1 = c<"'<9„(0 + d^O,{t) H- e'"'<9,(0 + ^'e,{t), 



d(o^ 

les a étant des constantes et les des fonctions périodiques. 
Les a sont alors les exposants caractéristiques cherchés. 
Appliquons cette régle au oas qui nous occupe. Nous avons: 

ip^ étant périodique en w^ et en w^. 
irvient alors: 

d^^dif^^ dx^^dip^ (dX^ d^ dÅ^ djp,\ ^ 

dm, dw, ' da), do), \d(o, dw, d(o, dw^J 

Les trois fonctions: 

dfi d^ et ^^1 ^^i I ^^t df, 
dw, ' d(o, dw, dw, dw, dw^ 

sont périodiques en w, et w^ et par conséquent en ^ 

dx dx 

On trouverait pour -p^ et -z-^ des expressions änalogues. 

Cela prouve que les exposants caractéristiques sont nuls. 
Donc, si les series de M. Lindstedt étaient ron ver gentes, tout les ex- 
posants cdractéristiques seraient nuls. 
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Dans quel cas en est-il ainsi? 

Nous avons vu plus haut la maniére de calculer les exposants ca- 
ractéristiques (§§ lo et 12). 

Dans ce dernier paragraphe nous avons vu que les exposants ca- 
ractéristiques relatifs aux équations: 

dt dy i . " dl/i dt dxi " dxt 

pouvaient se développer suivant les puissances de yjji; nous avons appris 
k former Téquation qui donne le coefficient a^ de y/Ji. 

Rappelons comment se forme cette équation: 

Nous avions pose dans le paragraphe cité 



Dans ces dérivées secondes on suppose x^ et x^ remplacés par x^ et rrj, 
pendant que y^ et y^ sont remplacés par Wj^ + S>j , 7i^t + o>^. ^ CJ]^ est 
donc une constante et B'j^ une fonction périodique de t. J*appelle b^^ le 
terme tout connu de cette fonction périodique. 
Posons ensuite: 

^11 ^^^ ^11^11 "T ^i2^2l> ^21 ^^^ ^21^11 I" ^22^21J 

^12 ^^ ^11^12 I ^12^22? ^22 ^^ .^21^12 I ^22^22* 

L*équation qui nous donne a^ s'écrira alors: 



^11 ^1 ^12 



'21 ^22 Oti 



= O. 



Pour que cette équation ait toutes ses racines nuUes, il faudrait que 
Ton eAt: » 

^11 "T ^22 ^^ o 

' iDUtile de rappeler ici que ces valeurs de «J , »2 > Wj ^ n, sont celles qui corres- 

poudeDt h la solution périodique étudiée; ce ne sont pas celles dont nous avons fait usage 

, n. 

plus haut dans 1 exposé de la méthodc de M. Lindstedt. Le rapport — est donc com- 

nicnsurahlo. 
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et 

(4) , &nC?i + 26j,C?, + ft,,c;, = O. 

Or on a coinme je Tai démontré dans le paragraphe cité 

Il faut donc pour que IMdentité (4) ait lieu ou bien que: 

(5) K = o 

ou bien que: 

(6) n^CJi — 2n^n^C\^ + n\Cl^ -= o. 

Occupons-nous d'abord de la relation (5). Si nous faisons dans la 
fonction perturbatrice F^ 

x^ = rrj, x^ = .<, yi = n,t + ©i, jf^ = n,,t + Wj 

JP, deviendra une fonction périodique de t. Supposons cette fonction 
périodique développée en série trigonométrique, et soit (f) le terme tout 
connu; (p sera une fonction périodique de w^ et B^ et il viendra: 



Nous devrons donc avoir: 



(7) 



&.*- 


dlöi dBk 


dV 

1 • 


— 0. 



dB] 



Nous pourrons toujours supposer que Torigine du teinps a été choisi 
de telle sorte que cD^ soit nul et que <p soit fonction périodique de cDj 
seulement. 

De plus la relation (7) devrait étre (si les series de M. Lindstedt 
cönvergeaient) satisfaite identiquement. Et en effet si Ton admettait la 
convergence de ces series, il y aurait une infinité de solutions périodiques 

correspondant ä chaque valeur commensurable du rapport — . 

Si la relation (7) est une identité et si (p est unfe fonction périodique, 
cette fonction devra se réduire a une constante. 
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Voyons ce que cela veut dire: 

La fonction perturbatrice F^ étant périodique par rapport ä y^ et a 
y, pourra s'écrire: 

m 

les Wj et les m, étant des antiers, pendant que A^^^^ et B^^^ sont des 
fonctions données de x^ et de x^. 
On aura alors 

la soinmation représenfée par le signe S s^étendant a tous les termes 
tels que 

Mjmi + n^mj = o, 

6* Am^m^ c^ ^,m, représeutant ce que deviennent A^^^ ét B,^^»,.. quand on 
y reinplace x^ et x^ par rrj et rrj. 

Comine les termes périodiques doivent disparaltre de ^, on aura 

JO TM ^ 

Ainsi les coefficients A„^^^ et B^^^.^ du développement de la fonction 
perturbatrice doivent s'annuler quand on y donne ä xi et a rr, des va- 
leurs telles que: 

»iW*i + Wa^a = o. 

Ou bien encore on doit pouvoir donner au rapport — des valeurs cora- 

mensurables sans introduire dans la fonction perturbatrice Fi des termes 
séculaires. 

Il est clair qu'il n'en est pas ainsi dans le cas particulier du probléme 
des trois corps que nous avons examiné et qu on n'y peut donner au 
rapport des moyens mouvements une valeur commensurable sans intro- 
duire dans la fonction perturbatrice des termes séculaires. 

Passons maintenant a la condition (6) qui peut 8'écrire 



\dx^ ) dx\ dajj dx^ dx^dx^ \d!«j / dx\ 
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Elle expriine que la courbe 

a un point d'inflexion au point x^ = x\ , x^ = xl. 

Comme cette condition doit étre remplie pour toutes les valeurs de 

*i 
x\ et de xl qui correspondent a un rapport — comraensurable, la courbe 

1^0(^1 f ^«) = const. devra se réduire a un systéme de droites. 

Cest un cas particulier que nous laisserons de c6té; car il est 
evident que rien de pareil n*arrive dans le probléine des trois corps. 

Ainsi, dans le cas particulier du probléine des trois corps que nous 
avons étudié et par conséquent aussi dans le cas general, les series de 
M. Lindstedt ne convergent pas uniformément pour toutes les valeurs des 
constantes arbitraires d^intégration qu^dles contiennent. 



§ 22. ' ITon-existence des intégralea tmifartnea. 

Reprenons nos équations de la dynamique avec deux degres de liberté: 

dXi_dF dyi dF 

dt d^i dt dzi 

Ces équations admettent une intégrale: 

F = const. 

Cette intégrale F est une fonction analytique et uniforme de rCi , a?2 , 2/1 , y.2 

et /£; périodique de période 27r par rapport ä yi et a ^2- 

Je me proposc de déinontrer qu'il n'existe pas d'autre intégrale 

jouissant des mémes propriétés. 

Soit en effet: 

== const. 

une autre intégrale analytique uniforme par rapport aux x, aux g et a 
/£ et périodique par rapport aux g. 
Soit: 

une solution périodique (de période T) de nos équations différentielles. 
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§ 22. 



Soit: 



Soit yS, la valeur de fj pour f = o; soit yS, + ^^ la valeur de f, pour 
t = T; nous savons que les ^ sont développables suivant les puissances 
croissantcs des ^. Considérons réquation en S: 



dj\ 



s 



d^ 



d4\ 
dt% 



d^ 
dA 



djh 
di% 

dj\ 
d/9, 

dA 



d<f' 
dä. 





S 


dp. 


d<f-, 
dA 




d4'» 
dP, 


d^. 




d,p. 



t 



s 



dÄ 

dA 



dA 



dp. 



d^ 
dA 



S 



= O. 



Les racines de cette équation sont égales ä 



e«^— I, 



les a étant les exposants caractéristiques;^ deux de ces racines sont donc 
nuUes, et dans le cas particulier du probléine des trois corps que nous 
traitons, les deux autres racines doivent étre différentes de o. 
Je reniarque d'abord que nous avons: 



(O 



dFd^ dj d<f', .dVdJ^ dF dju 

dx, dp, "^ dx, ä/?, "^ d,j, dp, "^ dy, df), ""' 

d 4> dii\ d0 d^; d<P d<f', d<P di/\ _ 
dx, dp;'^d^, T^l + d^. d^ + dy, dfi~°' 



((-I,S,S,4) 



Dans les dérivées de F et de 0, x^ , x^ , y^ et y, doivent étre remplacées 
par j..(T) , ,p,(T) , y,{T) , y>,{T). ^ 

On peut en conclure ou bieii que Ton a: 



(2) 



dF 


dF 


dF 


dF 


dx, 

d0 


dx, 

~ d0~ 


d'Ji 

d0 


diu 

d0 


dx. 


dx. 


dyt 


dij. 
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ou bien que le déterminant fonctioiinel des <[) par rapport aux p est nul 
ainsi que tous ses mineurs du i" ordre. 

D'autre part on a, en désignant pas y[{t) la dérivée de ^i{t)'. 



= o» 



(4) 



dF ,, s , dF ,; > , dF ,, . . dF ., . 



De ces équations on peut conclure par un calcul tres simple dont on 
trouvera plus loin le détail que si les équations (2) ne sont pas satisfaites: 
ou bien on aura: 

(5) . 9\{p) = ^i(o) = ip\{p) = (p\{6) = o; 

ou bien Téquation en S aura trois racines nulles (les quatre racines 
devraient méine étre nulles, puisque les exposants caraetéristiques sont 
deux a deux égaux et de signe contraire). 

Or nous savons que Téquation en S n'a que deux racines nulles; 
d'autre part les équations (5) ne peuvent étre satisfaites que pour certaines 
Solutions périodiques tres particuliéres (je veux dire pour celles qui sont 
étudiées dans la Mécanique céleste de Laplace, livré X, chapitre VI) et 
oii le troisiénie corps décrit couinie les deux premiers une circonférence. 

Les équations (2) devront donc étre satisfaites. Elle devront Fétre 
pour: 

Mais coinme Torigine du temps est restée arbitraire, elles devront Tétre 
également quel que soit t pour: 

En d'aiitres termes, elles le seront pour tous les points de toutes les So- 
lutions périodiques. Je dis maintenant que ces équations sont satisfaites 
identiquemont. Posons par exemple: 

d0dF d0dF 



f = 



dx^ dx^ dx^ dx^ 
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Il est cluir que f seru encore une fonction analytique et uniforine; on 
aura f = o pour tous les points de toutes les solutionft périodiques. Je 
veux établir que f est identiquement nul; pour cela je vais montrer que 
ron a identiquement pour fx = o: 

m 

- f — éL — élL — 

' ~ dfl~ d/x* 

En effet considérons une solution périodique quelconque du i" genre; soit: 

Xi == f>i{t , ix\ x^ = if^it , /i), ' T/i = ^^(t , /i), y^ = ip^{t , /i) 

cette solution; les fonctions ip seront développables suivant les puissances 
de /£ et quand /£ tendra vers o, elles tendront respectivement vers: 

x\ ^ x\ ^ nyt + ö>i , «a' + fi>a- 

(a?J et x\ étant des constantes telles que -^ soit commensurable et cDj et 
^, les quantités définies dans le § 1 1). Tant que fx n^est pas nul on aura: 

f\.9\^ ' P) » 9Å*' ' v) » Fs(^ » /*) » ^^{i > /^)] = o- 

Mais la fonction f étant analytique et par conséquent continue, on aura 
encore pour /i = o (bien que pour [x = o les exposan ts caractéristiques 
8*annulent): 

t\x\ , x^i , n^t + ft), , Wji + 0)2) — o. 

Mais si Ton considére un systeiiie quelconque de valeurs de x, et de x^ 
on pourra toujours trouver un systéme x\ et x\ qui en diflfércra aussi 
peu que Ton voudra et qui correspondra ä' une valeur commensurable de 

-* . Soit alors: 

n, k^ ' 

Xy et Aj étant deux entiers premiers entré eux. Nous choisirons t de 

fa^on que: 

nii + Sj = ^1 + 2kn. {k entier) 
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On.aura alors: 

n,< + Bi =^(t/i+ 2Ä-r — cD,) + ö>2- 

Si nous posons: 

n^^ + öJj = yj + 2k'7r {k' entier) 

on devra avoir: 

Etant donnéc une valeur quelconque de y,, on peut choisir les entiers A" 
et k' de telle fa9on que la différence y, — yj soit plus petite en valeur 

absolue que -y. Mais nous pouvons toujours choisir rrj et rf de fa9on 

que ce systeme de Valeurs différe aussi peu que Ton veut de x^ et de rr,, 

et que le rapport — tout én étant commensurable soit tel que le nombre 

entier X^ soit aussi grand que Ton veut Par conséquent, étant donné 
un systeme quelconque de valeurs de x^y x^y y^ et y, on pourra trouver 
un systeme de valeurs qui en différera aussi peu qu'on voudra et pour 
lequel f sera nul. Comme la fonction f est analytique elle devra \lonc 
étre identiquement nuUe pour fx = o, 
Cela pose, comme • 

quels que soient t et /£; il vient, pour tous les points de la solution 

périodique: 

(Z/; df^-df, df dip^ df df^ df df^ ^ ^ 

d/i dx^ dft • dx^ d/i dy^ d/i ' dy^ d/i 

Cette relation sera vraie en particulier pour 



/jt = o, x^ = x\j X.2 = X2, Vx = Wi^ + S}|, y^ = Wj' + Ö>2- 

Maisy quand /i est nul, f est identiquement nulle, par conséquent ses 
dérivées par rapport aux x et aux y sont nulles. On a donc: 

df 

d/i 

pour /£ = o , ir< = ic? , y< = n^t + 0)^; et on en conclurait comme plus 

Jr 

haut que -J^ est identiquement nul pour jul = o. 
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On démontrerait de la méme inaniére que -y-^,, et les antres dérivées 

de f par rapport a fx sont nuUes pour /i = o. 

Donc la fonction f est identiquement nulle et les équations (2) sont 
des identités. • 

Mais^ s'il en est ainsi, cela veut dire que est unc fonction de F, 
et que les deux intégrales (P et JP ne sont pas distinctes. 

Nos équations ne comportent donc pas d'autre int^grale analytique 
et uniforme que F = const. 

Quand je dis que ces équations n'admettent pas d'int.égrale uniforme, 
je ne veux pas dire seulement qu'elles n'ont pas dMntégrale qui reste 
analytique et uniforme pour toutes les valeurs de ^r, de y et de /£. 

Je veux dire qu*en dehors de Tintégrale F, ces équations n'admettent 
pas d*intégrale qui reste analytique, uniforme (et périodique de y^ et y^) 
pour toutes les valeurs de y^ et de y^ et pour les valeurs suffisamment 
petites de /£, quand x^ et x^ parcourent un domaine quelconque, si petit 
d'ailléurs que soit ce domaine. 

On sait que Bruns a démontré qu'en dehors des intégrales connues, 
le probléme des trois corps n'admet pas d*intégrale algébrique. Ce re- 
sultat se trouve donc conförmé par une voiq, entiérement différente. 

J'ai annoncé plus haut que les équations (i), (3) et (4) entralnent 
forcément une des trois cojiséquences suivantes: ou bien les équations (2) 
sont satisfaites, ou bien ce sont les équations (5), ou bien Téquation en 
/S a au moins trois racines nulles. 

En effet formons la matrice suivante a 4 lignes et 5 colonnes 



(6) 



di/u d4\ difn di/n ,( . 
~dA di% di% ^Å ^'^^ 



«-l,2,8,4) 



Si les équations (i) et (4) sont satisfaitcs sans que les équations (2) le 
soient, nous devons conclure que tous les déterminants obtenus en suppri- 
mant dans cette matrice deux colonnes et une ligne sont nuls. 

Si maintenant Ton fait subir a x^ , x^, y^ et ?/, un changement liné- 
aire de variables, les <^f et les ji subiront ce méme changement linéaire 
et la matrice (6) pourra étre simplifiée. 

On peut toujours supposer qu'on a choisi ce changement linéaire de 
tel le sorte que 



/ 



§ 22. 8ar le probléme des trois corps et les éqaations de la dynamique. 205 

Jp^ = o pour t<k. 

Alors les produits trois a' trois des quatre quantités 

d^ ^ d^ d^ 

dA ' ^A ' dA ' dA 

soTit tous nuls, d'oii il suit que deux au moins de ces quantités sont 
nuUes. On peut toujours supposer que le changement linéaire a été 

choisi de telle sorte que ce soient -^ et -^ qui soient nuls. 

d^ dp^ 

Si en outre une des deux quantités -rpr ©t -7^ <^8t encore nulle, 

réquation en S aura trois racines nulles. 

Si au contraire aucune de ces deux quantités n'est nulle, les équa- 
tions (3) perinettent de conclure que 

En gupprimant dans la matrice (6) la 3* et la 4" colonne et la 3" ligne, 
ou bien la 3* et la 4* colonne et la 4" ligne, il vient: 

ce qui ne peut avoir lieu que si 

9\ip) ^ Fi(o) -= f^o) = f^:(o) =^ o, 
c'est å dire si les équations (5) sont satisfaites; ou bien $i 

dd\ dé^ 

c'e8t å dire si Téquation en • iS a trois racines nulles. 

C. Q. F. D. 
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CHAPITRE IV. 
Tentatives de généralisation. 

§ 23. Prohléme des n carps. 

Est-il permis d'espérer qu'on puisse étendre les resultats précédent-s 
aux cas oii les équations de la dynamique comportent plus de deux 
degres de liberté et par conséquent au cas general du probléme des n 
corps? 

Cest possible, rnais ce ne sera pas sans un nouvel effort. 

Je croyais, en commen9ant ce travail, que la solution du probléme, 
une fois trouvée pour le cas particulier que j'ai traité, se généraliserait 
iminédiatement sans qu*on ait a vaincre aucune difficulté nou velie en 
dehors de celles qui sont dues au nombre plus grand des variables et a 
rimpossibilité d*une representation géométrique. Je me trompais. 

Aussi crois-je devoir insister un peu ici sur la nature des obstacles 
qui 8'oppo8ent ä cette généralisation. 

S'il y a p degres de liberté, la situation du systéme peut étre re- 
présentée par la j)osition d'un point dans Tespäce k 2p — i dimensions. 
La plupart des conclusions de la premiére partie sont encore vraies et 
ii'ont a subir aucun changement. Il existe donc une infinité de solutions 
périodiques représentées par des trajectoires fermées et se classant en 
stables et en instables, ou méme en catégories plus nombreuses, d'apré» 
la nature de leurs exposants caractéristiques. Il existe aussi une infinité 
de solutions asymptotiques. 

J*ai cherché également a étendre au cas general le calcul du § 17 
en laissant de coté la question de convergence. Les series qu'on obtient 
de la sorte peuvent en effet, méme lorsqu^elles divergent, étre utiles dans 
certains cas aux astronomes et peut-étre guider les géométres vers la go- 
lution definitiva. 
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Supposoiis trois degres de liberté et reprenons les équations (i) du 
§ 1 1 en faisant les inérnes hypothéses que dans ce paragruphe. 
Cherchons ensuite trois fonctions de y^ y y^, y.^: 

m 

Xz = (l>»(i/i , y^ , y»), 

satisfaisant aux équations: 

dx, ilF , dx^ dF . dx, dF , dF • 

t _L. i _L. i _L. = Q 

dij^dx^ dy^dx^ dy^dx^ ^dy^ ' 

dx^dF , dx^dF . dx^dF . dF 
dy.dx^ dy^dx^ dy^dx^ dy^ ' 

dx^dF , dx.dF . dx.dF ^ dF 
dy^dx^ dy^dx^ dy^dx^ dy^ ' 

ou, ce qui revient au.niéme, aux équations: 

7-, y^, dx^ dx^ dx^ dx^ dx[ dx^ 

■" ' dy^ ~ dy^ ' dy^ ~ dy^ ' dy^ "" dy^ * 

Nous supposerons que x^ , x.^ , .r^ peuvent se développer suivant les 
puissances de /i ou de yjjx et que pour ^ == o, elles se réduisent a des 
constantes rr*| , ir!I , a; J . 

Nous poserons ensuite comme plus haut: 

dh\ _ dF, _ 'i^o _ _ 

cl^"""" äxl~ "»' dx«,~ "»• 

é 

T 

Si éntre 7i^ , w.^ , n,^ il ny a aucune relation linéaire a coefficients 
entiers, on peut développer x^ , x^ et x,^ suivant les puissances de jul; 
chaque terme est périodique a la fois par rapport a y^, a y^ et ii y^, 
Mais il 8'introduit de petits diviseurs. 
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Si entré «j , n^ et n^ il y a une relation linéaire et une seule ä 
coe£Ficients entiers: 

mjWj + m^n^ + m^n^ = o, 

les calculs peuvent se poursuivre absolument comine dans le § i8. Les 
trois fonctions :r, , x^ et x^ se développent suivant les puissances de yjji 
et elles sont au moins doubleraent périodiques, je veux dire qu'elles ne 
changent pas quand y^ , y^ et y^ auginentent d'un multiple de 2;r de telle 
fa9on que m^y^ + m^y^ + ^sVs "^ change pas; il y a encore de petits 
diviseurs. 

Il reste un troisiéme cas, le plus intéressant de tous, qui est celui 
oii il y a entré Wj , n^ , n^ deux relations linéaires a coefficients entiers: 

miw| + rn^n^ + m^n^ = o, 
ni[n^ + wjna + w»iw, = o. 

On peut alors développer x^ , x^ et x.^ suivant les puissances de yjfi et de 
fa^on que ces fonctions soient périodiques, je veux dire qu'elles ne 
changent pas quand y^ , y^ et y.^ augmentent d'un multiple de 27r et de 

telle sorte que niiy^ + ^hlf^ + "^^hl/z ^^ ^Ki/i + ^^^2^2 + ^'^3^3 ^® changent 
pas. Il n'y a plus de petits diviseurs, mais le calcul de ces fonctions 
n'est pas sans certaines di£Ficultés. 

En premiére approximation, la détermination de ces fonctions dépend 
de 1'intégration d'un systerae d'équations différentielles qui ont la forme 
canonique des équations de la dynamique, mais avec deux degres de liberté 
seulement. Dans presque toutes les applications, ces équations dépendront 
d'un paramétre tres petit par rapport auquel on pourra développer, de 
maniére qu on pourra leur appliquer les conclusions des chapitres I et II 
(1*" partie). 

Dans les approximations suivantes, on n'aura plus ä efifectuer que 
des quadratures. 

Ce n'est pas tout; le probléme des n corps présente des difficultés 
spéciales qu'on ne rencontre pas dans le cas general. Sans doute ces 
difficultés ne sont pas aussi essentielles que celles dont j'ai signalé plus 
haut Texistence, et un peu d'attention doit permettre d'en triorapher. 

Mais j'en dois dire ici quelques möts. 
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Dans le probléme des n corps, F^ ne dépend pas d^ toutes les va- 
riables linéaires x^\ par conséquent, non seulement le hessien de ¥^ par 
rapport aux variables %^ est nul, mais le hessien d'une fonction arbitraire 
de F^ est encore nul. (Cf. page 121.) Cela vient du fait suivant: si 
^ ±= o, c*est a dirc dans le mouvement Képlerien, les périhélies sont fixes. 

Cette diflficulté n'existait pas dans le oas que nous avons traité (1" 
exemple, § 1 5) parce que nous avions pris pour variable, non pas g longi- 
tude du périhélie, inais g — t. EUe n'existerait pas non plus avec une 
Joi d*attraction autre que la newtonienne. 

Voici quelles en sont les étranges conséquences: 

Nous avons vu qu'il y a deux sortes de solutions périodiques: les 
Solutions du i*^. genre, dont nous avons parlé dans le chapitre III (i*'^ 
partie) et qui subsistent quelque petit que soit /i, et les solutions du 2^ 
genre dont nous avons parlé dans le § 20 et qui disparaissent l'une apres 
Tautre quand on fait décroitre /i. 

Dans le oas du probléme des trois corps, si Ton fait ^ = o, les 
orbites des deux petits corps se réduisent a deux ellipses Képleriennes. 
Que deviennent alors les solutions périodiques du i" genre quand on 
fait ;£ = o? En d'autres termes quelles sont les solutions périodiques 
des équations du mouvement Képlerien? Les unes correspondent au cas 
oii les deux moyens mouvements sont commensurables. Mais il en est 
d'autres qu'il est plus malaisé d'apercevoir et sur lesquelles je dois 
insister. 

Si ^ = o, c'est que les masses des deux planétes sont infiniment 
petites et quelles ne peuvent agir Tune sur Tautre d'une maniére sen- 
sible, ä moins (fétre ä une distance infininient petite V une de V autre. Mais 
si ces planétes passent infiniment prés Tune de Tautre, leurs orbites vont 
étre brusquement modifiées comme si el les s*étaient choquées. On peut 
disposer des conditions initiales de telle facon que ces chocs se produi- 
sent périodiquement et on obtient ainsi des solutions discontinues qui 
sont de véritables solutions périodiques du probléme du mouvement Kép- 
lerien et que nous n avons pas le droit de laisser de coté. 

Telles sont les raisons pour lesquelles j*ai renoncé, au moins momen- 
tanément, a étendre au cas general les resultats obtenus. Non seulement 
le temps me fait défaut, mais je crois qu'une pareille tentative serait 
prématurée. 
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En effet, je n'ai pu faire encore du cas particulier niéme auqucl je 
me 8uis restreint une étude suttisaiiuiient approfoiidie. Ce nW qu^apres 
bien des recherclies et des efforts que les géométres corinaitrout compléte- 
ment ce domaine, ou je ii*ai pu faire qu'une simple reconnaissance, et 
qu^ils y trouveront un terrain solide d'ou ils puissent 8'élancer a de nou- 
velies conquétcs. 
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Introductian. 

• • " * * 

Les fonctions algébriques et leurs intégrales ont fait Tobjet, depuis 
Abel ét Riemann, des plus profondes recherches des géométres. En se 
pla9ant au point de vue de Riemank, on peut définir les fonctions algé- 
briques cottime étant uniformes sur une surface de Riemann et n^adinettant 
pas d'atitre8 singularités que des p6l€^<i; les intégrales de ces fonctions algé- 
briques ne sent pas uniformes sur la surface primitive de Riemann, mais 
le deviennent apres qu*on a tracé sur cette surface des coupures appropriées; 
sur leé deux bords d'une de ces coupures, les valeurs de Tintégrale ne 
différent que par une constante. 

De méme qu^k cdté des fonctions doublement périodiques ordinaires,. 
viennent se placer les fonctions que M. Hermite a nommées fonctions 
doublement périodiques de seconde espéce et qui se reproduisent, multipliées 
par des facteurs constants, quand la variable augraente de Tune ou Tautre 
des périodes; de méme a coté des fonctions algébriques viennent se placer 
des fonctions qui sont uniformes sur une surface de Riemann rendue 
simplement connexe^ qui n'admettent pas d^autres singularités que des pöles 
et dont les valeurs aux deux bords d*une coupure ne différent que par 
un facteur ou multiplicateur constant. Nous nommerons ces fonctions: fonö- 
tions ä mtdtiplicateurs, 

Ces fonctions ont fait Tobjet d'un mémoire de M. Appell intitulé 
Généralisation des fonctions doublement périodiques de seconde espéce (Journal 
de mathématiques pures et appliquées, publié par M. Resal, jan- 
vier 1883). 

Dans le present travail, nous nous proposons d'étudier les intégrales 
des fonctions å multiplicateurSy ce qui constitue une recherche entiérement 
nouvelle ^ comprenant, comme cas particulier, . la théorie des intégrales 

' Noa0 devoQB cependaDt oifeer un Mémoire de H. Prym qui se trouiFe dans le Torne 
70 du Jourosl de Crelle (p. 354) et dont oous n^avoDS eu coDnaisaanqe que dMie le 
courant de Tannée 1 889. 
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abéliennes, lorsque les multiplicateurs deviennent tous égaux a Tunité. 
Les intégrales des fonctions å multiplicateurs fournissent donc une extension 
naturelle des intégrales abéliennes. 

Ces intégrales se présentent aussi, comme nous le raontrerons, dans 
la resolution d'un probléme d'une haute importance qui a, depuis long- 
tempSy attiré Tattention des • géométres, a sävoir le probléme du dévetoppe- 
ment des fonctions ahéliennes en series trigonométriques. On n'a jusqu^a 
present rien publié sur ces développements qui doivent avoir, dans la 
théorie des fonctions abéliennes, un röle aussi important que ^ les beaux 
développements en series trigonométriques donnés par Jacobi dans la 
théorie des fonctions elliptiques. En traitant plus particuliérement le oas 
des fonctions abéliennes de genre 2, nous calculons le coeflficient du terme 
general de leurs développements en series trigonométriques; ce coefficient 
est d'une nature plus compliquée que celui des développements de Jacobi: 
il contient dans son expression une intégrale définie qui ne paralt. pas 
pouvoir se réduire aux fonctions élémentaires et qui comprend comme cas 
'tres particulier les fonctions de Bessel. 

Cette méme intégrale définie reparait lorsquon veut, ä Taide d'une 
serie trigonométrique, faire Tinversion d'une intégrale hyperelHptique en se 
restreignant å des valeurs reelles de Tintégrale et de la variable d'inté- 
gration. ^ La resolution de ce probléme trouve de nombreuses applications 
en mécanique rationnelle. 

Pour bien faire saisir Tesprit de la méthode, nous traitöns d'abord 
le développement en serie trigonométrique de la fonction 

• snw, 
c'est a dire de la fonction z de u définie par Téquation 



U = / — > 



et cela sans nous servir ni des propriétés des fonctions ni de la théorie 
des fonctions elliptiques. 

* Voyez un Mémoire de M. Weierstrass: Vher eine Oattung reell periodischer 
Functionen, Monatsbericht der Akademie der Wissonschafteii zu BorliD, 1866, 

P- 97' 
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La inéthode que nous appliquons aux fonctions abéliennes peut aussi 
servir ä développer en series trigonométriques certaines racines carrées de 
fonctions abéliennes du genre 2, et certaines fonctions de plusieurs va- 
riables analogues aux fonctions doublement périodiques de ^econde espéce. 

Ce travail est di vise en trois parties: la premiére contient un resumé 
des principales propriétés des fonctions å multiplicateurs^ la seconde est 
consacrée ä Tétude des intégrales de ces fonctions, la troisiéme aux appli- 
cations et principalement au développement des fonctions abéliennes en 
series trigonométriques. 

Nous suivonSy dans ce travail, les notations et la terminologie de 
M. C. Neumann dans Touvrage intitulé: VorUsungen uber Riemann^s Theorie 
der Ähd' schen Integrale, von Dr. C. Neumann, zweite Auflage; Leipzig, 
Teubner, 1884. 
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Premlére partie. 

Sur les fonctions ä multipUcateurs. 



Soit une équation algébrique 

F{s yZ) = 

du genre 2? et JB la surface de Riemann correspondante. Désignons, avec 
C. Neumann (loc. cit. pages 175 — 185), par B„f,c c^tte surface de Rie- 
mann rendue simplement connexe par les coupures 

Nouft appellerons fonction ä mtdtiplicateurs une fonction uniforme et ré- 
guliére (c^est a dire, d'aprés Neumann, n^admettant que des pöles) sur la 
surface 22^, cette fonction étant telle que ses valeurs sur les deux bords 
d'une coupure . ne différent que par un facteur ou multiplicateur constant 

tout le long de la coupure. 

Il est aisé de voir que, le long 
de chacune des coupures c^ , c, , . . . , c^, 
ce multiplicateur est egal ä 1'unité. En 
effet, reprenons la figure de C. Neu- 
mann (loc. cit. page 216) avec quel- 
ques additions, et supposons qu*une 
fonction a multiplicateurs 0{e) ad- 
mette le long de la coupure a^ le 
multiplicateur rn^j sur la portion b[ 
de la coupure b^ le multiplicateur 







i 



Sur les intégrales dé fonctions ä multiplicatcurs. 9 

n[j sur la portion 6[' de cette mcme coupure le multiplicateur wj', enfin 
le long de la coupure c^ le multiplicateur k^, .Cela veut dire que, si Ton 
appelle, avec Neumann, A un point du bord gauche d'une coupure et p 
le point situé en face de Å sur le bord droit, Ton a les relations suivantes: 

le long de a^ : 0{Å) = n\ 0{p), 

le long de h[: 0{X) = n\(D{p\ 

le long de h[': (D{X) = n[' 0{p\ 

le long de c^: 0{Å) =\0{p). 

Nous al lons demon trer que 

A-g = I, n\ = n[\ 

Au point de croisement afiyd des coupures a^ et h^ on a (voyez la fi- 
gure page 8) 

d*ou Ton tire immédiatement en éliminant <^(a) , <?(/?) , 0{r) > '^{^) 

m 

»»,(«; — <) = o 

donc 



n\ = «;', 



car aucun multiplicateur ne peut étre nul. De méme au point de croise- 
ment erjd des coupures h^ et c^, on a, en appelant maintenant n^ la va- 
leui: commune de n[ et n[' , 

0{s) = n^0{7]), 0{e)=n,0{d), 0{ri) = k,0{d), 

« 

d'ou il résulte 

k^ = i. 

Ainsi, comme nous Tavons annoncé, le multiplicateur le long de la 
coupure c^ est Tunité; la fonction 0{z) prend les mémes valeurs sur les 
deux bords de c^. Il en est de méme pour les coupures Cj , c^ , ... , c^. 

Aeta maihematica- 18. Imprimé le 4 féTrier 1880. 2* 
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On pourra donc supprimer toutes ces coupures c^ , r^ ,. . . . , c^, sans 
que la fonction 0[z) cesse d'étre uniforme. 

En resumé, une fonction a multiplicateurs ^{z) est uniforme sur la 
surface que C. Neumann appelle It„^ et que Ton obtient en tra9ant sur 
la surface II de Riemann los seules coupures 

Le long de chacune de ces coupures la fonction <P{z) admettra un certain 

multiplicateur: 

le long de a^, le multiplicateur m^, 

f . ^ ^ (*=1.2,...Jp) 

le long de ft^, le multiplicateur «^. 

Cela veut dire que, en appelant A un point du bord gauche d*une coupure 
et p le point situé en face de A sur le bord droit, Ton a: 

le long de a^., 0[X) — i)h(fi{p), 
. le long de fe,, 0(/) = w,0(/>). 

11 y a ainsi en tout 2}) multiplicateurs 

Le probléme que nous avons maintenant ä résoudre est celui-ci: 

Former toutes les fonctmis å multiplkatetirs nij^ ? w* (^ = i , 2 , . . . , j)) 
donnés d^avance, 

Pour cela, désignons avec Neumann par 

■w,{z), ■w.^{z) , . . . , w^,{z) 

les intégrales abéliennes normales de premiére espéce relatives a la relation 
algébrique F{s , z) = o, et appelons (loc. cit. page 246) 

les modules de périodicité de Tintégrale w, Je long des coupures 
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Nous aurons alors le tableau suivant pour les modules de périodicité 
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Coupures 


ttj , Ctg j . , . , Qp 


/>j , ^j > . . . , tp 


• 


aji — Tri, a^i — , . . . , a,^ _ 
«2i — ■ , ^^..2 — 7tl, . , . , cup — 

• 


^11 > ^12 ) • • • ? ^1;> 

^21 > ^22 ) • • • > ^2;) 


llp^ — , (/,,2 -- , • • • ? ^'/7. =^- ^^ 


^;>1 > '^7'2*> • • • ? ^;)p 



avec 



'^i; ^jk* 



Les intégralg3 normales que Bkiot désigne, dans sa Théorie des fonctions 
abélienneSj par 



u''\ii'' 



• • « 



u'^'' 



sont respectivement égales ä 



2W^ , 2?(;2 , . . . , 2Wp, 

En continuant a suivre les notations de M. C. Neumann (loc. cit. page 
271) désignons par 

Tintégrale abélienne normale de troisiéme espéce qui devient infinie aux 
deux points a et ^ comme 

log (^ — /9) — log (^ — ot). 

Les modules de périodicité de cctte intégrale sont 

le long de a^i w^^iÅ) — (ö^M = o, 

le long de b,: ©^^^(A) — ö}«^(/>) = 2[w,{j3) — w,{a)]. 



Donc la fonction 



<I>aM = ^""''''' 



est réguliére sur la surface It„f,: elle posséde sur vette surface un pole du 
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premier ordre a et un zéro du premier ordre [i; de plus elle vérifie les rela- 
tions suivantes 

le long de la coupure a^: ^a^W = ^a,s{p)y 

le long de la coupure h,\ (PasW = 6'f"'*^'^^"'*^"^^(^>a^(/>). 

Cela pose, désignons par 0{z) une fonction réguliére sur la surface 
B„i, de Riemann et admettant le long des coupures a^ , 6^ des multipli- 
cateurs donnés m^ , w^ (A = i , 2 , . . . , ^). La dérivée logarithrnique de 
cette fonction 

dlog0{z) 
(fz 

est une fonction de z uniforme et réguliére sur la surface B de Riemann, 
c'est a dire une fonction algébrique de z rationnelle en 5 et ;e?; cette 
fonction admet pour pöles du premier ordre les zéros et les infinis de 
0{z), les premiers avec les résidus + i, les seconds avec les résidus — i; 
cette fonction peut d'ailleurs avoir d^autres pöles placés aux points de 
ramification, tnais les résidus correspondants sont nuls, car Tintégrale 

fd log 0{z) 

est finie en tous les points distincts des zéros et des infinis de 0{z). 
Cette intégrale est donc une intégrale abélienne n'ayant que des infinis 
logarithmiques: en la décomposant en intégrales normales de premiére 
et troisiéme espéce, on la mettra sous la forme 
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^1 > ^2 > • • • > ^/> désignant des constantcs. On tire de la en intégrant 

C étant une constante. Cette fonction 0{z) admet q infinis a^ , ot^» •••)«^ 
et q zéros y^j , /S^ , . . . , /?^. Il reste a exprimer que cette fonction 0[z) 
admet les multiplicateurs donnés mj, et w^. D'aprés les expi^ssions pré- 
cédemment rappelées des modules de périodicité des intégrales abé- 
liennes de premiére et troisiéme espéce (page 11), on a: 



Sur Ics intégraics de fooctioDs ä luultiplicatcurs. 13 

le long de la coupure a^ 

(1>W 



0{p) 

et le long de la coupure hj, 



g— SAåJT/ 



En écrivant que le long de a^ le multiplicateur est mt et que le long 
de hj, il est n^j on aura 

(2) c-'^*"" = m,, K = — ^i^^g ^*' (*-i.2,...,p) 

puis 



e^ = n 



k^ 



d'oii Ton tire en prenant les logarithines des deux membres et rempla9ant 
Al , ^, , . . . , ^p par les Valeurs (2) — — logw^ , — — -logw^ , . . . 

(3) rK(/9,)-M;.(ot,)] 

= ^ log n, — — . [b,t log Wi + 62, log wi2 + . . . + 6;,* log w?. J 
ou 

On a ainsi le théoréme suivant: 

Toute fonction 0{z) aux mtUtiplicateurs donnés m,, , n^ admet autant 
dHnfinis a^ , a^ , . . , , a^ que de zéros y^j , y?^ , . . . , /9^; ce5 zéros et ces in- 
finis sont lies par les p relations (3) et la fonction dle-méme est donnée par 
Vexpression 

les logarithines ayant les mémes déterminations que dans les équations (3). 



• • 
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Béciproquementy étant marqués sur la surface B de Biemann deux 
systémes de points otj , a^ , . . . , a, et /^i j y^a , • • • > y9^ Qui vérifient les p rela- 
tions (3); U existe une fonction 0{z) réguliére sur jB^^, devenant infinie aux 
points Gtj , a^ , . . . , a^ , nulle aux points /?i , y?^ j • . . , /?^ et admettant les mid- 
tiplicateurs m^ et n^; cette fonction est donnée par Vexpression (4). 

Les relations (3) constituent, pour les fonctions ä inultiplicateurs, 
un théoréine analogue au théoréme d'ABEL pour les fonctions algébriques 
rationnelles en 5 et ^ . On obtient le théoréme d' Abel en supposant que 
les multiplicateurs w^ et n^ deviennent tous égaux ä Tunité. 

Beniarque. Le quotient de deux fonctions aux mémes multiplicateurs 
est évidemment une fonction uniforme et réguliére sur toute la surface 
jB de Riemann, c'est ä dire une fonction algébrique de z rationnelle en 
5 et ^. On en conclut que: 

Si 0{z) est une fonction déterminée aux multiplicaleurs m^ et n,^, Vex- 
pression générale de toutes les fonctions aux mémes multiplicateurs est 

• ' 0{z)B[s,z), 

B{s y z) désignant une fonction rationnelle de s et z. 

Cas special. Supposons que les multiplicateurs m^ et n^ puissent 
étre identifiés avec les multiplicateurs d'une exponentielle de la forme 

o\x Aj , ^2 , . . . , ^^ désignent des constantes: en d'autres termes, supposons 
qu'il existe p constantes A^ , A^ , . . . , A^ telles que Ton ait 

Alors Texponentielle E{z) est une fonction partout finie possédant les 
multiplicateurs m^ et w^; toute autre fonction réguliére possédant les 
mémes multiplicateurs sera égale au produit de cette exponentielle par 
une fonction rationnelle de 5 et ^. 

Ce cas special se presentera lorsque les multiplicateurs m^ et n^ 
vérifieront les p relations que nous allons former en éliminant /j,Aj, ...,Ap 
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entré les équations (5). Designens par N^ ^ N^ , , . . , N^ des nombres 
entiers: nous aurons 

logw^ = — 2Åt7n — 2Njt7rrj 

puis, si nous désignons par M^ , M^ ? • • • j Mp des nombres entiers, nous 
aurons de méme 

logw^ = 2M,7n — 2 [Å.b^i + ^26.,^ + . . . + A^fe^J. 

Uélimination de Aj , A^ , . . . , A^ donne donc 

(6) I log w* — ^ [6u log m, + 62* log w*2 + . . . + &M log m J 

= itf,;ri + N,b,, + iV2&2* + . . . + -ZV^&M 

oxx 

k = I , 2 , . . . , jp. 

Telles sont les p relations, entré les raultiplicateurs, qui caractérisent le 
cas special dont nous nous oceupons. Dans ce oas, les relations (3) entré 
les zéros et les infinis d'une fonction aux multiplicateurs w^ et w^, se 
réduisent aux relations bien connues entré les zéros et les infinis d'une 
fonction algébrique rationnelle en s et z. (Voyez C. Neumann, loc. cit. 
page 275.) 

Si Ton suppose le genre p egal a Tunité, on retrouve les fonctions 
doublement périodiques de seconde espéce d'une forme spéciale, qui ont 
été signaléee par M. Mitxag-Leffler. (Comptes rendus des séances 
de TAcadémie de Paris, Torne 90, page 177.) 

En revenant niaintenant au cas general ou les multiplicateurs m^ et 
W;t sont quelconques, nous allons démontrer quelques propriétés fondamen- 
tales des fonctions a multiplicateurs. 

Nous avons vu précédemment que les infinis »j , ot^ .,..., a^ et les 
zéros /?i > /?2 ) • . • > /?^ d'une fonction aux multiplicateurs m^ et n^ sont lies 
par les p relations (voyez page 13) 



(3) TM/i,) - tv,{aj)] 



ilog», — ^[fe„ logw, 4- *„ logw, + ... + b^t logmj, 
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ou 

Si q est supérieur ou egal ä p, les infinis ol^ y ol^j - - > yOL^ et {q — p) 
des zéros y5;,+i , /5^+2 ^ • • • 5 ^^ peuvent étre choisis arhitraireinent ; les p autres 
zéros /?i , /?2 ) • • • > ^p sont déterminés par les équations ci-dessus (3). 

La fonction 0{z) aux multiplicateurs m^ et n^ avec ces zéros et ces 
infinis est donnée par la formule (4) 

elle contient donc {2q — p + i) constanies arbitraires a savoir 

On trouve ainsi Textension, aux fonctions a multiplicateurs, de théorémes 
bien connus de la théorie des fonctions algébriques (voyez C. Neumann, 
loc. cit. pages 258 a 265). 

Examinons d'abord les cas particuliers de ? = p et g = p + i. 

Si q est egal a ^, on peut choisir arbitrairement les infinis aj,fltj,...,a^: 
alors les zéros sont déterminés, et la constante C seule reste en outre ar- 
bitraire. Une fonction aux multiplicateurs donnés devenant infinie seule- 
ment en p points est donc déterminée, a un facteur constant prés, par la 
connaissance de ces p infinis. 

• Si q est egal a p -\- i, on peut choisir arbitrairement les infinis 
«! , Oj , . . . , oip^i et un zéro /9^+i: alors les autres zéros sont * déterminés, 
et il reste år.prendre arbitrairement la oonstante C. Une fonction aux 
multiplicateurs donnés, devenant infinie seulement en {p + i) points 
donnés, contient encore deux constantes arbitraires ^p^i et G. Il existe 
deux fonctions 0^{z) et ^^{z) linéairement indépendantes admettant les mul- 
tiplicateurs donnés et les (p + ^) infinis donnés a^ , a^ , . . . , a^^.!*, toute 
autre fonction 0{z) ayant les mémes multiplicateurs et les mémes infinis est 
une fonction linéaire homogéne å coefficients constants de 0^{z) ,et ^^{z) 

0{z)=/Ji,(l>,{z)+fi,0,{z\ 

oii fjL^ et fÅ^ désignent des constantes. En effet, supposons que la fonction 
0^{z) soit obtenue en donnant au zéro arbitraire ^^^j une certaine posi- 
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tion et la fonction 0^{2) en donnaht au zéro arbitraire y9p+, une autre 
position ne col[ncidant avec aucun des zéros de 0^{z)- Ces deux fonc- 
tions (Pi(^) et '0i^{z) sont linéairement indépendantes puisqu'elles n'ont 
pas les méhies zéros. L^expression 

admet, quelles que soient les constantes /ij et /i^, les multiplicatQurs 
m^ , rit ^^ lös infinis aj , aj, , . . . , a^^i; on pourra toujours disposer du 

rapport — de fa9on que cette expression admette un des zérös d'une fonc- 
tion quelconque 0{z) aux raémes multiplicateurs et aux mémes infinis. 
Le rapport des constantes /x^ et /r^ étant ainsi déterminée, Texpression 

aura les mémes zéros que 0{z)j puisque les (p + i) zéros sont détermi- 
nés des que T un d'eux Test. Cette expression ayant les mémes zéros et 
les mémes infinis que la fonction 0{z) n'en différe que par un facteur 
constant, pouvant étre supposé egal ä Tunité, puisque jusqu'a present le 
rapport de /x^ a /i^ est seul déterminé. On a donc, comme nous Tavons 
annoncé, 



pour Texpression générale d'une fonction admettant les multiplicateurs 
donnés 1% , tij, et les {p + i) infinis a, , ql^, . . , , a^^.,. 

D^une maniere généraUy si Von suppose 

q = p+r, 
il existe (r + O fonctions linéairement indépendantes 

admettant les multiplicateurs donnés m^y nj^ et les infinis o, , a,, , . . . , ot^^.^. 
Toute åutre fonction 0{z) ayant les mémes midtiplicateurs et les mémes in- 
finis est de la forme 

0{Z) = fi, 0,{Z) + I1^0^{Z) + . .'. + /Jir+y0r^i{z), 

/*! t /*3 ' • • • > /'r+i désignant des constantes. 

Aeta mathematiea, 13. Imprimé le 6 février 189i^ 3* 
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Ce théoréine general se démontre comme le cas particulier (r = i) 
que nous venons de traiter d'une fa9on détaillée. On peut aussi le rat- 
tacher a un théoréme connu relatif aux fonctions algébriques ration- 
nelles en .<? et ^. . 

Soit, en effet, ^{z) une fonction déterminée ayant les multiplicateurs 
Vit , n^ et les infinis donnés a, , a.^ , . . . , (Xj,^/, soit, comme ci-dessus, 0{z) 
la fonction la plus générale admettant ces mémes multiplicateurs et ces 
mémes infinis. Le quotient 

0(Z) 

est une fonction algébrique rationnelle en 5 et ^ admettant {p + O ^"' 
finis a savoir les zéros de fr(^). Or on sait que la fonction la plus gé- 
nérale rationnelle en 5 et 2^ admettant {p + r) infinis donnés est une 
fonction linéaire homogéne a coefficients constants de (r + O fonctions 
particulicres rationnelles en 5 et ^ et admettant ces mémes infinis, en 
convenant de compter parmi ces fonctions particuliéres une constante 
comme admettant les infinis donnés et des zéros identiques aux infinis. 
Nous pouvons toiijours appeler 

ces (r -f- i) fonctions particuliéres rationnelles en s et Zj et nous avons 
la formule 

<F[z) - ''^ <p[z) -^ t"^ <p{z) -^ ' - '^ ''^^' ^{Z) ' 

qui, apres suppression du dénominateur fr(^), donne la relation a dé- 
montrer. 

La formule 

<P{Z) = IX, (1>,{Z) + II^MZ) + . . . + /JLr^^0r-,M 

que nous venons d'établir, contient comme cas particulier la formule de 
décomposition en elements simples indiquée par M. Appell (Journal 
de mathématiques de M. Resal, 3*^°"® serie, Tome 9, page 8, § 5). 
Nous ne reproduirons pas ici cette formule qui, tout en étant intéressante, 
est encore imparfaite, car Télément simple de Al. Appell devient infini, 
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non pas en un seul point, mais en p points dont [p — i) sont étrangers 
a la question. Nous donnons dans la deuxiéme partia une formule 
beaucoup plus satisfaisante destinée a remplacer celle de M. Appell. 

Les théorémes que nous venons d'établir sont (comme les théorcnies 
analogues sur les fonctions algébriqués) sujets a des exceptions, quand 
les (/; + r) infinis donnés sont des groupes particuliers de points. Il 
arrive alors quil existe plvs de (r + i) fonctions linéairemeiit indé- 
pendantes admcttant les infinis et les multiplicateurs donnés. En effet, 
le raisonnement qui sert a établir ces théorémes repose sur ce fait que, 
les [p + r) infinis a, , a^ , . . . , ol^,^,. étant donnés, on peut choisir arbitrai- 
renient r zéros /?;,4.i , y?;,^^ > • • • > /^/>+/ et déter miner les p zéros restants a 
Taide des équations 

(3) Z[m',(/9,) - «',(«,)] . 

= z log w* — --. [f',t log »*, + b^t log /«, + ... + b,., log wj, (*- !,«....,,.) 

ce qui conduit a la resolution du probléme dMnversion de Jacobl Mais 
il est bien connu que les équations (Vinversion présentent une indétermina- 
tion dans certains cas (voyez Briot, Fonctions abéliennes,' p. 96); dans 
ces cas d'indétermination un zéro de plus peut étre choisi arbitrairement 
et il existe plus de (r + 1) fonctions linéairement indépendantes admet- 
tant les multiplicateurs et les infinis donnés. Quand, par la suite^ nous 
appliquerons les théorémes précédents, nous devrons vérifier chaquo fois 
que ce cas d'indétermination ne se présente pas. 

Nous venons d'examiner ce qui se passé quand le nombre des in- 
finis simples a^ , ot.^ , . . . , ot^ est supérieur ou egal a p. Si ce nombre q 
est inférieur a py les infinis a^ , a^ , . . . , a^ ne peuvent plus étre pris arbi- 
trairement, ainsi quil résulte des p relations (3) rappelées plus haut. 
Une fonction admettant les multiplicateurs donnés ne pourra alors de- 
venir infinie quen des groupes particuliers de q points. Nous laissons de 
cöté rétude de ce cas {q < p) et la recherche de ces groupes particuliers 
de q points. Gette question est d'ailleurs entiéremént semblable a celle 
que M. Weierstrass traite dans son cours a propos du probléme ana- 
logue relatif aux fonctions algébriqués. 
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Dans le cas special oii les multiplicateurs sont ceux d'une expo- 
nentielle de la forme 

81 Ton cherche une fonction admettant ces multiplicateurs et devenant 
infinie en p points arbitraires otj , a^ , . . . , a^, on trouve que les zéros 
^i 7 P2 j • • ' y ^p ^^ cette fonction sont confondus avec ses infinis et que 
celte fonction se réduit ä Texponentielle E{z) qui n'a ni zéros ni infinis. 
Une fonction admettant ces multiplicateurs spéciaux et devenant effecti- 
vement infinie en p points ne peut exister que si ces points sont choisis 
d*une fa9on particuliére. Nous nMnsistons pas sur ces théorémes qui se 
raménent immédiatement aux théorémes analögues relatif aux fonctions 
algébriques, puisque toute fonction admettant les multiplicateurs de l^{z) 
est égale au produit de cette exponentielle E{z) par une fonction algé- 
brique rationnelle en s et z. 

M. Appell a montré que, dans le cas oii les multiplicateurs sont 
quelconques, les pöles et les résidus d'une fonction a multiplicateurs sont 
lies par {p — i) relations: et que, dans le cas oii les multiplicateurs sont 
ceux d'une exponentielle comme E{z)j les pöles et les résidus sont lies 
par p relations (Journal de mathématiques de M. RbsAl, 3*^"® serie, 
Tome 9, page 22, § 11). Nous dirons un mot de ces relations a propos 
des intégrales de premiére espéce. 
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Deuxiéme partie. 

Sur les intégrales de fonctions ä multiplicateurs< 



Soit (P{c) une fonction uniforine et réguliére sur la surface R^f, de 
Riemann, adinettant le lonpr des coupures rt^ et b^. les multiplicateurs 
respectifs vij^ et w^. (/: = 1,2,..., jj). LMntégrale de cette fonction 

f<l>{z)dz 

posséde des propriétés intéressantes qui la rapprochent des intégrales abéli- 
ennesr 

Tout d'abord, nous pourrons étendre a ces intégrales la classification 
des intégrales abéliennes. Nous dirons d*une intégrale de fonction a multi- 
plicateurs: 

qu elle est de premiére espéce, si elle est partout finie, 

qu^ellc est de deuxiéme espéce, si elle n'a que des infinis aJgébriques, 

qu^elle est de troisiéme espéce^ si elle a des infinis logarithmiqties. 



Intégrales de premiére espéce. 

Pour que Tintégrale 

f0{z)dz 

• 

soit de premiére espéce, il fa ut et il suffit: (en supposant comme d'habitude 
que Tinfini n'est pas un point de ramification) 

1° que la fonction 0{z) devienne ä Tinfini infiniment petite de 

Tordre de -i, 

z 



» N 
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2° que les infinis de (t>{z) col[ncident avec des points de rainification 
et que, dans le voisinage d'un de ces points ^ = C, la fonction 

devienne infinie comihe une puissance de -^ inférieure a 

Tunité. 
En désignant par iv{z) une intégrale abélienne de premiére espéce et par 
tv'{z) la fonction algébrique qui est la dérivée de cette intégrale, on voit 
que les conditions précédentes reviennent a celle-ci: 

Le rapport —ttA est fini ä Vinfmi et aux paints de ramijication ; il ne 
devietit infini quaux zéros de w\z) situés å distance finie. 

Nous allons, d'aprcs cela, former Texpression de ce rapport qui est 
évidemment, comme son numera teur 0{z), une fonction aux multiplica- 
teurs m^ et n^, 

On sait que la fonction algébrique w\z) devient nulle a distance 
finie en (2^; — 2) points 

Ti ? r*i ^ • • • ' T^p -'i 

dont (/; — i) sont arbitraires; ces points sont lies par les relations sui- 
vantes bien connues 

(7) w;*(n) + ^Åri) + . . . + tVt{r,p-2) ^ Gk a-i/^»....;) 

les lettres G^ , G^, . . . y G^ désignant des constantes et le signe = indiquant 
que Végalité a lieu a des multiples prés des modules de périodicité. 
(Voyez Bhiot, Théorie des fonctions ahéliennes, p. 147 et 149, ou ces con- 
stantes sont désignées par iT^ et 2 C^ ) 

Pour former le rapport -rr { , il faut donc former la fonction la plus 

générale régulicre sur JS„^, admettant les multiplicateurs w/^ , n^ et deve- 
nant infinie aux {2p — 2) points 

Ti ' Ts » • • • > T'P—^' 
Cette fonction admettra aussi {2p — 2) zéros 

Pi > Pa > • • • > r2p—2 
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et sera donnée par rexpression 

w{z) ' 

les zéros et les infinis étant lies par les jp relations 

= \ Jog »i — :;^. [Au log »»1 + A„ logWj + . . . + 6^, log«»J 



ou 



/t — I ^ 2j...j^« 



En vertu des relations (7) de la page précédente qui lient les infinis 
Ti j Ti ' • • • ' T'ip-it 1^^ relations ci-dessus s'écrivent plus simplement 

(8) Z «;,(/?,) 

= Gt + - log «i, — — . [ft„. log }», + b^, log «/, + . . . + 'v log «»r] 

OU 

Ces relations inontrent que, sur les {2p — 2) zéros 

Pi f P2 j • ' • 9 P'ip-1 
de la fonction —ttA » on peut en prendre {p — 2) arbitrairement, par ex- 
emple y9^^, , ^^^^ > • • • > i52/.-2; l^s p zéros restants 

seront déterminés par les équations (8)' au nombre de ^. La fonction la 
plus générale -7^-^ contiendra donc dans son expression {p — i) const^ntes 

arbitraires, ä savoir les {p — 2) zéros arbitraires ^p^i , ^p^^ ; • • • > I^Qp^2 ^t 
le facteur constant C. Coinme nous Tavons fait remarquer a la page 
19, il faut §'assurer que les relations (8) déterminent eflfectivement p des 
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zéros y^i , y?2 , . . . , /?;, des qu'on connait les {p — 2) autres /Sj,^^ , ft^^^ , ... , 
(i^p-^- Pour cela écrivons ces relations sous la forme 

= Gt+- log «,. — — . [Ä,i log M?, + h«, log H/., + ... + ht log >H ] — Z «'*(/?,) ; 

(*«=1,2,....P) 

or, Ton sait qiie des équations de cette forme déterminent y^i 1 y^^ , . . . , ^^ 
excepté dans le cas special oii ' les quantités 

\ log //, — [h,, log m^ + &2, log W2 .+ ... + *,.* log W2 J 

• 

seraienf nulles å des multiples prés des modules de périodicifé. (Voyez 
Briot, Théorie des fondions abéliennes, page 96, § 56.) Ecartons pour le 
moment ce cas special qui a été examiné aux pages 14 et 15 de ce mé- 
moire et dans lequel les multiplicateurs sont ceux d*une exponentielle de 
la forme E{z)] alors, ce cas étant écarté, on peut choisir arbitrairement 
[p — 2) zéros y?^^., , y'9^.^.2 , . . . , y52/,-2 ^^ déterminer les p zéros restants a 
Taide des équations (8) de la page précédente. En donnant aux [p — .2) 
zéros arbitraires différentes positions, on obtient une infinité de fonctions 
ayant les infinis et les multiplicateurs donnés. Soient 

[p — i) de ces fonctions supposées linéairement indépendantesrVexipTession 
la plus générale de la fonction —7^ ayant les mémes infinis et les mémes 
multiplicateurs sera 

ou /ij , /i.j , . . . , /i^_i désignent des constantes arbitraires. En effet, cette 
fonction 

posséde les infinis et les multiplicateurs donnés et Ton pourra disposer 
des constantes /i^ , /^^ , , . . , /ip-i de fa9on qu^elle s'annule en [p — 2) points 
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donnés. Il est d^ailleurs evident qu'il existe au moins {p — i) fonctions 
linéairement indépendantes adiriettxint les infinis et les multiplicateurs 
donnés, puisque {p — 2) zéros peuvent étre pris arbitrairenient. (Voyez 
ä ce sujet les théorémes des pages 16 et 17.) 
En resumé: 

Pour que Vintégrale C 0{z)dz reste finie il faut et il suffit que la fonc- 
tion 0[z) soit de la forme 

0{z) = W\z)[/l^^,{z) + /i,^,{z) + . . . + /^p-ii^r-i{^)] 

f^i i l^2f ' ' ' ' /h-i ^'^^^ ^^ constantes arbitraires. 

Théoréme. En dekors du cas special oii les multiplicateurs nit > ^-t ^^^^ 
ceux d'une exponentiélle E{z) (page 14), // existe {p — i) intégrales de 
premiére espéce linéairement indépendantes 

O) {z) = fw\z)(p,{z)dz, w^{z) = fw\z)<p^{z)dz, 

. . . , (o^_,{z) =fw'{z)^p_,{z)dz', 

toute autre intégrale de premiére espéce io{z) est de la forme 



(O 



{z) = /JL,o),{z) + (i^a}^{z) + . . . + /i^_iO>^_,(^) + O", 



Ml i /^'2 y ' ' ' y Mp-i é<an< des constantes. 

m 

Cas special. Pla9ons-nous maintenant dans le cas special examiné 
précédemuient (page 14) ou les multiplicateurs sont ceux d'une expo- 
nentiélle de la forme 

v 

\ 

^j , A.^ , . . . , ^^ désignant des constantes. Alors toute fonction, réguliére 
sur la surface de Riemann B^^ et admettant ces multiplicateurs spéciaux, 
est de la forme 

E{z)R{s, z) 

ou R{s , z) désigne une fonction algébrique rationnelle en s et z. Pour 

Äeta mathematiea. 13. Imprimé le 5 février 1890. 4* 
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obtenir les intégrales de premiére espéce, il faudra dcterininer cette fonc- 
tion JR(5 , ^) de fa9on que Tintégrale 

f.E{z)R{s,z)dz 

soit partout finie. Comme rexponentielle J'^{z) n'a ni zéros ni infinis, 
pour que Tintégrale ci-dessus soit finie, il faut et il suffit que Tintégrale 

/ R(s , z)(h 

le soit, c'est a dire que cette derniére intégrale soit une intégrale abéli- 
enne de premiére espéce 

fR{s , z)dz = /JL^w^{z) + lJL^w^{z) + . . . + P-pWj,[z) + C'^ 

d'ou en difterentiant et appelaint iv[{z) la dérivée de Wf,{z) 



R[s , z) = /JLiW[{z) + /x.,w'^{z) + . . . + lipiVp{z). 



Si rintésrrale 



O' 



fK[z)R{s,z)(h 
est de premiére espéce, elle est donc de la forme 

/JL,w^{z) + /i^(o^{z) + . . . + /ip(Oj,{z) + 0% 
a condition de poser 

(o^{z) = f K{z)iv\{z)dz y co.i{z) = f E{z)iVi{z)dz, 

. . . , o)^,{z) =jE{z)Wj,{z)dz, 

Dans ce cas spécUd il y a donc p intégrales de premiére espéce Unéaire- 
ment indfpendantes et non [p — i) comme dans le cas general. 

Mais, dans ce cas special, il y a entré ces p intégrales de premiére 
espéce une relation fort simple qui permet d'exprimer Tune d^entre elles 
au nioyen des {p — i) autres et de Texponentielle E{z). En effet, en 
diffcrentiant Téquation 



]j](A =r ^-^r^. «•!(') ^-^•^«•.s(') + ••• + ^l•«'/' 



)1 



on v^ 



Sur Icä iatégrales de ionciioiis k uiultiplicatcurs. 



dh\z) = — 2j':{z)[A,w\{z) + Å,w:,{z) + • • . + ^^,nUz)]'f^; 
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d'ou, en intégrant, 



(9) 



E{z) = — 2[Å^<o,{z) + A,«>.,(^) + . . . + ^,co^.{^)] + C-; 



ce qui ost la relation annoncée. 



Melations entré les påles et les résidns d^une fonction (p{z) au^ 

niultiplicateurs donnés mt et iif 

Soit une fonction <P{z) aux multiplicateurs m^ et n^ admettant les 
pöles »j , a.^ , . . . , a^ que nous supposons, pour siinplifier, du premier ordre, 
disHncts des points de ramification et situés å distance finie: appelons 
R^ y R^, . . , y Rq les résidus relatifs a ces pöles. Construisons par la rné- 
thode que nous venons d'indiquer, une fonction i^'(^) ayant les multipli- 
cateurs inverses de nitytiiy c'est a dire admettant le long de la coupure 

ttj, le multiplicateur ^ et le long de la coupure h^ le multiplicateur 

— ; formons en outre cette fonction U\z) de tclle fa^on que Tintégrale 
tit 

ii[z) =fii\z)dz 

soit finie partout, c'est ä dire soit de premiére espéce. Cette fonction H^z) 
devient alors a Tinfini infiniment petite comme —; elle devient infinie 

z 

aux points de ramification, mais de tel le fa9on que son intégrale reste 
finie. Dans ces conditions le produit 

0{z)U\z) 

est une fonction réguliére et uniforme sur la surface R de Itiemann, par 
suite une fonction algébrique rationnelle en s et z\ en eflFet le long d'une 
coupure, a^ par exemple, on a, en appelant comme toujours X un point 
du bord gauche de la coupure et p le point situé^en face de X sur le 
bord droit: 



0(A) = m,0{p), 
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d*ou l'on conclut * 

On pourra donc supprimer la coifpure a^ sans que le produit 

0{z)ii'{z) 

cesse d'étre uniforme; on pourra repeter la méme chose pour la coupure 
b,,. Donc ce produit est uniforme sur la surface primitive R de Rie- 
mann; il est une fonclion rationnclle de s et z. Gette fonction rationnelle 

de s et z devenant ä Tinfini infiniment petite comme — , la somme de 

ses résidus est nulle d'aprés un théoréme bien connu. Or les poles de 
ce produit 

(i){z)ii:{z) 

sont: 

1° les poles ttj , a^ , . . . , a, du premier fact^ur (t>{z)\ en ces poles 

le produit a pour résidus respectifs B^ii'(pL^) , E,^ii'{a^j ..., jR^i2'(a^); 

2° les poles du second facteur ii'{z) qui sont tous situés aux points 

de ramification; en ces poles tout les résidus sont nuls puisque 

Tintégrale ii{z) est partout finie. 

La somme des résidus du produit devant étre nuUe^ on a la relation 

(lo) ^ ^,i2'(a,) + J?,i2'(«.) + . . . + R,ii\oi,) = o. 

Lorsque les multiplicateurs m^ et n^ ne sont pas de la forme spéciale 
(page 14) qui permet de les identifier avec ceux d'une exponentielle 
E{z)j leurs inverses ne sont pas non plus de cette forme spéciale. La 
fonction Q\z) est alors une fonction linéaire a coefficients constants ar- 
bitraires de {p — i) fonctions particuliéres il\{z) , i2,^(^) , . . . , iip-\{z\ et 
Ton a 

ii\z) = ]Mii\{z) + /i,i2;(^) + . . . + /i,_,i2;_,(4 

/i, , /ij , . . . , /i^,_, désignant des constantes arbitraires. La relation (10) 
donne donc, entré les poles et les résidus, {p — i) relations distinctes 

R,ä\{oL,) + B,ii[{a,) + . . . + R,ii[M = o, 
R,ir,{a,] + i?,i2.;(a,) + . . . + RMa,) ^ o, 



«ii^;-i(«,) + Ii.ii;-^M + . . . + Ii,K-Å^.) = o. 



Sur les intögrales de fonctions å multiplicateurs. 29 

Lorsque les multiplicateurs m^ et n^ de 0{z) sont ceux d'urie exponen- 
tielle de la forme 

les multiplicateurs inverses — et — sont ceux d'une exponentielle ^^7— : 

de la méme forme. La fonction W^z) est alors une fonction linéaire a 
coefficients constauts de p fonctions particuliéres 

Ml y Mi^ ' ' ' y /^p étant des constantes arbitraires. La relation (10) se dé- 
compose donc, dans ce cas, en p relations distinctes que Ton peut écrire 

R,ii',{a,) + R,iil{a,) + • . . + RAM = o 
011 

K I j 2 J m , , J 2^ ' 

Dans ce cas special, on pourrait aussi obtenir ces p relations en remarquant 
que le quotient 

E{z) 

est une fonction algébrique et écrivant les p relations bien connues qui 
lient les pöles et les résidus d'une fonction algébrique. 

Nous n'examinerons pas ici comment il faut modifier ces relations 
quand certains pöles deviennent multiples ou viennent colncider avec des 
points de ramification. Ces modilications sont les mémes que dans les 
questions analpgues relatives aux fonctions algébriques. (Voyez le Mé- 
moire de M. Appell^ Sur les fonctions uniformes d'un point analyiiquey 
Acta' mathematica, Tome i, et une Note de M. Goursat, Sur la théorie 
desintégralesabélienneSyCoin^tes rendus de rAcadémie des Sciences 
de Paris, Tome 97, page 1281.) 

Pour avoir un exemple tres particulier des théorémes précédents, 
prenons le cas de p = i. Nous verrons alors qu'il n'y a aucune relation 
entré les résidus d*un'e fonction doublement périodique générale de seconde 
espéce,' mais qu'il y a une relation entré les pöles et les résidus d'une 
fonction doublement périodique de seconde espéce de la forme spéciale 
e^**/*(w), f[u) étant doublement périodique et X constant. 
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Modnles de périodicité des intégrales de pre^niére espece. 

Pour siraplifier Vétude des modules de périodicité, nous allons par- 
ticulariser le systéme des coupures a^ , a,,, . . . , Up^h^,h^^ . ., ,hjj^c^,c.^, . . . , c^ 
de RiEMANN reproduit par C. Neumann. En nous reportant a la figure 
schématique donnée par C. Neumann {Riemanns Theorie der Abelschen 
Integrale, zweite Auflage, Leipzig 1884, page 184), figure que nous re- 
produisons ci-dessouS; 




nous voyons que nous pouvons faire partir la coupure n^ d'un point 
quelconque de b^ pour la faire aboutir en un point quelconque de a^; 
nous conviendrons, dans tout ce qui suit, de faire partir la coupure c^ 
du point de croisement des coupures b^ et a^ pour la faire aboutir au 
point de croisement de b^ et a^; puis nous ferons partir la coupure c^ de 
ce dernier point pour la faire aboutir au point de croisement de b^ et 
n.^; et ainsi de suite, coinme le montre cette nouvelle figure 




Pour achever de préciser la disposition que nous adoptöns pour Ics cou- 
pures r?2 , 6*3 , . . . , 6*^, reprenons Texemple traité par C. Neumann (loc. 
cit. page 178) dans lequel Téquåtion entré s et 2 est 

s' --={z — (j;){z — h,){z—!f,){z — h,){z — ().;){2 — k^){2 — fjy^z — ÄJ. 



Sur Ics iutegrales de fonctions h muliiplicateurst. . 
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L'on modifiera alors la figure donnée par Nkumann (Ioc. cit. page 179) 
comme il est indiqué ci-dessous: 




a 



L 



-> dt 



-> Äj 



a,^ 



?h,. 



V4- 



il 



Pour ne pas surcharger la figure, nous n'avons pas traeé en entier les 
coupures a, et a^ sur le feuillet inférieur de la surface; nous avons, 
comnie Neumann, inarqué d'un trait plus épais le bord gauche des cou- 
pures et ponctué les coupures situées sur le feuillet inférieur. 
Cela pose, soit 

une intégrale de premiére espéce formée comme nous Tavons vu plus 
haut, la fonction (o^z) admettant les multiplicateurs nij^ et n^, Comme 
cette fonction (o'{z) est uniforme sur la surface de Rieiminn i?„^^ rendue 
simplement connexe ä Vaide des coupures 



^1 » ^2 ? • • • j ^/>» 
1 ' 2 ' • • • > ^'p ♦ 

t'2 » • • • ) ^f> ' 

et comme les résidus de cette fonction sont tous nuls, Vintégrale (o{z) 
est aussi uniforme sur la surface de Biemann R^f,^ et cC.aprés sa formatiofi 
méme élle reste finie partout. 

Considérons la coupure ^^ et appelons A un point situé sur le bord 
gauche de cette coupure, p le point situc en face de A sur le bord droit. 
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* 

La fonction (o'{z) admettant le long de cette coupure a^ le multiplicateur 
m^j on a 

ö>'(A) = m^a)'{p). 

Pour un déplacement eifectué le long de la coupure on a 

dX = dp, 
puisque les points A et /? sont en face Tun dé Tautre. On a donc aussi 

o)'{X)dk — m^a)\p)dp = o 

et, en intégrant, on a tout le long de la coupure, 

(o{X) — m,a){p) = A,, 

la lettre Ä^ désignant une constante. Nous appellerons cette constante le 
•module de périodicité de Tintégrale o){z) le long de la coupure a^. 

De méme, les deux valeurs de Tintégrale o){z) en deux points A et 
Pj situés en face Tun de Tautre sur les bords gauche et droit de la 
coupure 6^^» sont liées par la relation 

cw(A) — n,o){p) = Bt, 

ou Bt désigne une constante que nous appellerons module de périodicité de 
Tintégrale a){z) le long de la coupure &^. 

Enfin, sur les deux bords d'une coupure c^, on a coinine nous Vavons 
vu a la page 9 pour toute fonction ä multiplicateurs 

'ö>'(A) = a)'{p), io\k)dX — a)'{p)dp = o, 

d^oii • ' 

CO (A) — a){p) = 6\, 

Cf, étant constant tout le long de la coupure c,,, Cette constante C^ sera 
appelée module de périodicité de Tintégrale co{z) le long de la coupure ^^, 

Donc: 

L^intégrale de premiére espéce o){z) posséde (3/) — i) modules de pé- 
riodicitéj ä savoir les modules 

A^ , A^ j . . . j Ap le long des coupures ^, , ri^^ , . . . , a^y 

B^ , B^ , . . . , Bp le long des coupures ä, , ft^ , . . . , ä^, 

G^ j - . * f Cp le long des coupures ^^ , . . . , c^; 



Sur les intégrales de foDCtioDS h, multiplicateurs. 
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C est ä dire que Von a 



le long de a^: (o{X) — m,,(o{p) = A^^ 
le long de ft^: (o{X) — ntO){p) = B^j 
le long de c^: 0}{k) — <^{p) = ^V 



(l;=l,2,...,p) 
(*«=l,2,...,p) 
(Ä=»2,8,...,p) 



Mais ces {sp — i) modules de périodicité sont liés par p relations 
linéaires et homogénes pennettant d'expriiner p d^entre eux a Faide des 
{2p — i) autres. Voici coniraent on obtient ces relations. 

Figurons le point de croisement des coupures «* , &x , ^i , ^*^i et ap- 
pelons 

a,/9, r> ^% ^^ 7j 

les sommets des six angles formés par les bords de ces coupures, comrne 
le montre la fio^ure suivante: 



a; 




Nous aurons, d'aprés la definition des modules de périodicité, et puisque 
répaisseur des coupures est infinirrient petite, les relations suivantes 

i„{p) — <o{r) =(\,,, 



a>{s)- 


-o>{d) -C'„ 


(o{rj)- 


— n^o>(s) — B„ 


ft>(o) 


i^kO){yi) — Ät. 



Multiplions ce^; équations respectivement par + ^ ?Wi»^h? — ^w*^?i > — wi^j 

Aeta mnthftnatiea. 13. Imprimé le 6 féyrier 1890. 5* 
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— I, puis ajoutons-les meinbre a rnembre. La somme des premiers 
inembres est nuUe et Ton obtient la relation 



(II) 



B,{i — m,) — A,{i — n,) — m,n,C\ + w,C,+i = o. 



En supposant, successivement, k = i , 2 , . . . , jo, on aura ainsi p relations. 
Commc il n'existe ni coupure c\ ni coupure r^^.,, il fa udra dans ces rela- 
tions considérer les constantes Cj et C^^^i coinme étant nulles. En écrl- 
vant ces p relations en détail, nous aurons 



^1(1 — ^«'i) — ^1(1 — ^1) 



(12) 



+ WjC, = o, 



^2(1 — ^^h) — ^3(1 — ^2) — ^w^w^C^ + n^C^ = o, 
^3(1 — ^^) — ^3(1 — ^J — ^^h%^z + %<^, = O' 



J9;._i(i — ^p-i) — Äj,_,{i — w^_0 — w^^iw^_,6;_i + n^_i6; = o, 
Bj,{i — Mj) — Aj,{i — Up) — nipfipCp = o. 

Ces relations permettent d'exprimer C^ , C^ , , , . , Cp en fonction des modules 
de périodicité A,,^Bj, et des multiplicateurs ni^^n^. Dans le cas par- 
ticulier ou tous ces multiplicateurs nij, , n^ seraient égaux a Vunité^ Tinté- 
gralé o){z) deviendrait une intégrale abélienne de premiére espéce, ot les 
relations ci-dessus montreraient que les constantes C^ , Cg , . . . , C^ seraient 
toutes nuUes dans ce cas. 

En éliminant les {p — i) constantes C^yC^,...yCp entré les p rela- 
tions (12), on obtiendra une relation entré les modules de périodicité 
A^jA^, , . . y Ap y B^ y B^j ... j Bp. Pour cela, multiplions la premiére 

des équations (12) par ;^— j la seconde par ^^^^-^ • — , la troisiéme par 
I I 



m, n^ 



rn^rn^ ?/, 



m^m^rn^ n^ 



la k 



.16 me 



I 



I 



par 



WjTWg . . . Wt nt 



— ,..., et ajoutons-les: nous ob- 



tiendrons Téquation 

(13) 






B,{i 



m*)— Ak{i —njt)i 

= O, 

Tljt 



TW-jWj . . . Wt 



équation qui est une identité dans le cas particulier des intégrales abéli- 
ennes, puisque dans ce cas tous les multiplicateurs sont égaux a V.unité. 
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Uintégrale 

<a{z) = fw'{z)dz 

prise sur tout le contour de la surface de Ilieinann R^f,^ est évidemment 
nuUe. Or la valeur de cette intégrale est facile a calculer en fonction 
des modules de périodicité et des multiplicateurs. Si Ton égale cette va- 
leur ä zéro, on obtient une relation qui n'est pas nouvelle inais qui est 
une conséquence des relations précédentes (12). 

Cas special. Lorsque les multiplicateurs nij^ et n^. (Ä: = i , 2 , . . . , ^) 
sont ceux d*une exponentielle de la forme 

il existe, commc nous Tavons vu, p intégrales de premiere espéce 

a)i{z) =-( E[z)w',,[z)dz. u-i, •->,...,!>) 

Une quelconque d'entre elles, a){z\ aura (3^; — i) modules de périodicité 
lies par les relations que nous venons d'indiquer. Les modules de pério- 
dicité de Tintégrale Å^(Oj,{z) sont égaux et de signes contraires aux sommes 
des modules de périodicité correspondants des (j) — 1) autres intégrales 
Å^a)^{z) , k^o}^{z) , . . . , A^,_iO>^,_i(if). C*est ce qui résulte immédiatement de 
ridentité (p. 27) 

(9) 2[Ko>M + iMz) + . . . + Kw^Xz)] = — E{z) + C" 

dans laquellé les modules de périodicité du second membre sont tous nuh. 



Melation entré les modules rfe périodicité de d^ux intégrales 
de premiere espece aux multiplicateurs inverses. 

La relation que nous allons établir est Textension, a nos intégrales, 
de la celebre relation qui lie les modules de périodicité de deux. inté- 
grales abéliennes de premiere espéce. Nous la déraontrerons en suivant 
la méthode que Riemann a donnée pour les intégrales abéliennes. 

Soit, comme précédemment, o}[z) une intégrale de premiere espéce 
d'une fonction aux multiplicateurs m^ , n,., et soient 
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les modules de périodicité de cette intégrale. D^autre part, désignons 
par ii {3] une intégrale de premiére espéce d'unc fonction aux multi- 
plicateurs w^i et n^ inverses de m^ et n^: 



m. = — , Wl = — ; (i:-i,2,..„r) 



et soient 

J/ Ti/ •!/ /'*«l,2,...,/)\ 

le5 modules de périodicité de cette seconde intégrale SI{z), 
L'iiitégrale 

(14) I ^ f Li{z)da)[z) ^ 

prise sur le contour de la surface de Riemann R^bc est nuUe^ car la 

fonction 

ii{z)(o'{z) 

est sur cette surface unifornie et réguliére et a tous ses résidus nuls. 

Pour calculer cette intégrale J, appclons . avec C. Nbumann, A un 
point du bord gauche d'une coupure et p le point situé en face de X 
sur le bord droit. Lorsque la variable d'intégration z parcourt le con- 
tour de la surfnce i?a6c dans le sens positif, elle parcourt les deux bords 
d'une méme coupure en sens contraire. • Les parties de Tintégrale rela- 
tives aux deux bords d'une méme coupure seront 

f[ii{X)dio{l) — ii{p)dw{p)l 

Tintégration étant faite dans le sens positif le long du bord gauche. 
U intégrale / sera donc 

k= \ Ok Ök 

les indices a^ , b^ , c^ signifiant que les intégrales qui en sont affectées sont 
prises le long des coupures a^jh^yCf,. Or, sur la coupure a^, on a 

ii{X) == m',ii{p) + Ä',, w{X) = m,w{p) + A„ 
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d'ou Ton déduit 

ii{X)da){X) — ii{f,)(ho[/,) --= A;dQ){k) + ("'*»<;— \)ii{fj)d<o{p); 

rnais, coinme les niultipliciiteurs m^ et m'^ ont été supposes inverses Tun 
de Tautre, on a 

m,m\ — I = o 

et réquation ci-dessus prend la fornie plus simple 

ii{X)il(oU) — il{p)d(o{p) = Å',dw{X). 
On a de méme le long de la coupure h^ 



d'ou Ton déduit, puisque n^n[ — i = o, 



2{A)(ld){A) — U{p)dw{p) =--• Tildo){k). 



Enfin le long de la coupure c^, on a 



U{X) =- i>(/>) + c;, «;(A) = (o{p) + 6\, 



d'ou Ton déduit 



ii{X)(lw{Å) — ii{p)dio{p) = C',dio{X). 



D'aprés cela, Tintégrale I devient 



(15) I = Y\Afd<o{X) + B',Jdio{X)WY.^;fd<o{X). 

Nous allons transformer cette expression et Tamener a ne contenir que 
les modules de périodicité des deux intégrales Q'{z) et a){z), Pour faire 
cette transformation, figurons les coupures ^^ , ^^ , c* , c^xi et les points 
de croisement des coupures a^^i , &^_i , r^.j , c^ , (^x^i , fi^^i , c^^., , ^x-h2- Ap- 
pelons (voyez la figure de^ la page suivante) a , y9, /^ , ^, s , ly les sommets 
des six angles forinés par les bords des coupures a^ , b^ j c^ j Cj^^^ en leur 
point de croisement; a', /?, fy ffy e', rj' et a", ^', ^', (?", e", ly" les sommets 
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des angles analogues aux points de croisement des coupures f/^_, , fc^^j, 

^*X-l > ^'i ^^ ^^/t + 1 > ^A+1 > ^'t-\-\ ' ^'X+2' 



-''^' Ift^^fc^E 



a 



_A 

ku — ^-' ------' 

9 



a, 






=r - > a 



a 



kl 






*t.___-__ i___ 




>a 



M>l 



>« 



Af 



Nolis aurons 



J d(o{/i) —- (o{ol) — ^(r)' I (Uo{?i) -^ <o{rj) — ö;(a), 



ak 



^* 



fdw{X) = a){s) — w{[i'\ fdio{X) = a){e") — w{p), 



Ck 



Ck^\ 



car toutes ces intégrales soiit prises sur les bords gauches des coupures 
dans le sens indiqué par les fléches. (Les bords gauches sont marqués 
d'un trait plus gros.) 

En calculant ainsi tous les tcrmes de Tintégrale / 



(•5) 



1=1 L «it /'* -J h^ 2 CH 



on aura Tintégrale / exprimée par une somme de termes ou figureront 
fes valeurs de Tintégrale o){z) aux sommets des angles tels que 0i,j3,j',fj,s,7jy 
forinés par les bords des coupures en leurs points de croisement, Evaluons, 
dans cette somme /, les termes qui contiennent les valeurs de Tintégrale 
a){z) en Tun des six points a, j3 , j'. O, s ,7] situés au point de croisement 
des coupures a^ , ^i ? <^* > ^**+i« i^ous désigncrons ces termes par 7^. L'inté- 
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grale I sera la somme des quantités analo^aes ä Ij^ évaluées successivfe- 
ment pour tous les points de croisernent des coupures, et Ton aura 






k 



D'aprés les intégrales évaluées a la page précédente, les termes de 
Vintégrale / qui contiennent les valeurs de a>(^) en Tun des six points 

*^ a,y9, /-, o, £ , ly, sont 

/, = ^;[6>(«) - w{r)] + ii:[t^>(7) - ^o{a)] + Cla>{s) - C',^M^). 

Mais la figure de la page précédente donne d'aprés la definition méme 
des raodules de périodicité 

cw(ct) = n,w{[i) + B,, (o{p) =■• w{r) + C,+i, 

a){a) = m^cD{r]) + A,,. o){rj) =- v,a)[e) + 7i,; 

Ton tire de ces relations, en exprimant 

ot{(i) , (a{x), <o{e), w{rj) 

en fonction de cw(a) et faisant comme plus haut 

- = in t, = w^, 

mt ni- 

ö;(iy) = m-Xa) — w;^, ö)(e) = »»;»>(«) — n[{m\A^ + ii»). 
D'apreg cela, la quantité I^ devient: 

J, = io{oi)[A',{i — «;) — 2?i(i — m\) + m>;c/;. — w;.c;^,] 

Le coeflficient de ö>(a) 

^;(i — «i) - B;(i - mi) + m[n',C', — n',G[^, 
est nul^ en vertu des relations (12) (page 34) appliquées aux modules 
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de périodicité de Tintégrale il{z) dont les multiplicateurs sont wi et n^. 
Il reste alors 

/, = A',{n',B, + C,^0 - m',BiA, — KC',{m[A, + B,) + KC[^,B,. 

Tels sont, dans Tintégrale /, les termes provenant du point de croise- 
ment des coupures (ijt , h ^ ^k ^ ^t-^-i' Tintégrale I sera, comme nous Tavons 
déja dit, 

Puisque cette intégrale I est nuUe, on a donc la relation cherchée 

(i6) T[A',{n',Bi + (7,^,) — m',B',A, — n',C,{m',A, + B,) + KOl^.B,] = o 



k^l 



entré les modules de périodicité Ä„ y B^^ Cf^ et A^ , B^ , (7^ des deux inté- 
grales ö>(^) et ii{z) aux multiplicateurs inverses. Comme les coupures 
Cl et Cp^i nexistent paSy il faudra, suivant des conventions déja faites, 

sup poser 

• Cl == CJ = Cj,_^\ = Cp^i = o. 

Comme vérilication, supposons que les multiplicateurs w^ et tij, devien- 
nent tous égaux a Tunité, alors leurs inverses mi et wi deviennent aussi 
égaux ä Tunité, et les deux intégrales ö>(^) , ii{z) deviennent deux inté- 
grales abéliennes de premiére espéce. Dans ce cas limite, les constantes 
C^ et Q sont toutes nulIeSj et la relation (i6) que nous venons d'établir 
devient 

T{AlB,-A,B',) = o, 

ce qui est la relation bien connue liant les modules de périodicité de 
deux intégrales abéliennes de premiére espéce. 

Remarque. La relation (i6) établie plus haut peut étre transformée 
ä Taide des relations (12) de la page (34): 

At{i — %) — Bk{i — m^) + ni^n^Cf, — n^Ck^, = o, 

^1(1 — K) - Bl{i — m;.) + m',n[Cl - <6V, = o. 

Cest en se servant de ces relations que Ton pourrait montrer que la 
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relation (i6) est symétrique par rapport aux deux intégrales w{z) et 
ii{z)y c'e8t a dire que cette relation ne change pas quand on y remplace 
JL^y Bi^j Cf^jfni^j fij^ par A^y B^^ Ckym^y n^ et inversement. 

Supposons, par exemple, les multiplicateurs n^^ et ni diflférents de 
Tunité (Ä = I , 2 , . . . , p). Alors on pourra écrire les relations que nous 
venons de rappeler 



Au = 



I —nk 



Ä, ^kGkJt-x — fnuUkCk + Bkji — rrtk) 

^ ; 

ou, en remplacant dans la premiére n^ et m^ par — etV? 

A mkCk^i — Ck — nlBkji — mjc) 

mi(i — ni) 

L*Dn aura donc, en rempla9ant dans I^ , A^ et A^ par ces valeurs et 
réduisant 

/, = AlinlBk + C7,^i) — mlBlA, — nlClimUk + B,) + n^Cl^^B, 

i —rik 

La relation ( 1 6) . 

peut donc 8'écrire 

/w ^\ V*^ 'nkBk[Ck ^\ — Ck) + B'k{Ck^i — C k) , y^ ^k ^^ ^, ^ ^^ _ , 

(17) 2^-: jTi:;^7- +2^73rj;|((^.+i<^*+i — t^*W) = o 

oii la symétrie se met aisément en évidence. En effet remarquons que 
la somme ^ ' 

se réduit a 

c'e8t a dire a 0érOj puisque 

Oj = CJ = Cp^i = C^+i = o. 

Åcta mathematie: 18. Imprlmé le 11 mars 1890. Q* 
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Ajoutons alors la moitié de cette somme nulle a la relation (17), nous 



aurons 



\:^ rikBk{Ck^i — Ck) + BkjOk^^ — Ck) , 1^ 1+ nj; ^^ ^, n r"\ r^ 

2L I -ni + 2 l.rzr;4^^*^^^*+^ ~ ^^^*^ = ^' 

relation dont le premier membre ne fait que changer de signe quand 
on remplace 5^ , C^ , mi , wi par BkjCf^jifik, fik et .inversement BkjCj^j fUk , n^ 
par B'k,C',,m'ky K. 

Ainsi, en supposant le genre p egal a 2 on a la relation suivante, 

puisqu^alors 

^* Cl = C7J = Cg = CJ = O: 

^ ^ i —n[ I — ni ' 2 V I — ni I — ni/ 



Intégrales de troisiémé espece. 

Soit 0{z) une fonctiön aux multiplicateurs ntk et W;^» l'intégrale de 
cette fonctiön 

'f0{z)dz 

est de troisiémé espece, lorsqu^en certains points ^^ , ^^ , . . . de la surface 
de Riemarin elle devient infinie comme 

K^\og{z — z,), K^\og{z — z^) y ... 

K^y K^y . . . désignant des constantes. 

L'intégrale la plus simple de troisiémé espece sera celle qui reste 

finie sur toute la surface de Riemann, sauf en un seul point z^ ou elle 

devient infinie comme 

log(^ — ^J. 

Une telle intégrale existe toujours, excepté dans le oas special ou les multi- 
plicateurs lUk et nk sont ceux d'une exponentielle de la forme 

Dans ce cas special, toute intégrale de troisiémé espece a au moins deux 
infinis^logarithmiques z^ et z^y comme nous le verrons plus loin. 
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En laissant de c6té ce cas special^ nous allons former Tintégrale 
annoDcée qui devient infinie en un seul point z^ et cela comme 

Soit 

cette intégrale. La fonction ^(^,^0) ^^vra étre uniforme et réguliére 
sur la surface de Riemann JS^^, admettre les multiplicateurs donnés m^ 

et fij^ et devenir en chaque point a rinfini infinimerit petite comme -5; 

cette fonction pourra devenir infinie en certains poihts de ramification C 

comme une puissance de ^ inférieure ä Tunité; enfin elle devra de- 

venir infinie au point z^ comme . Pour former cette fonction f>{ZjZ^), 

z — z^ 

désignons comme précédemment par 

w{z) = Cw'{z)dz 
une intégrale abélienne de premiére espéce, et par 

Ti > Ta ? • • • > r2/>-2 

les {2p — 2) zéros de la fonction algébrique w^z) qui sont situés a distance 
finie, zéros qui vérifient les p relations connues (page 22) 

Le rapport 

w\z) 

sera une fonction^réguliére sur la surface de Riemann i?^^, admettant les 
multiplicateurs mj^ et %, et devenant infinie aux {2p — i) points 

D'aprés ce que nous avons vu dans la premiére partie, cette fonction 
aura aussi {ip — i) zéros 

/5^ > p 1 j Pa ' • • ' » P^p-^y 
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et son expression sera 

1] \ = Cfe y 

w{z) 

les infinis et les zéros étant lies par les p relations 



27n 



o\x 



k = 1,2,... , p. 



Comme Ton a 



J^2p-2 



Z^ Wk{rj) = (^kJ 



ces relations peuvent s'écrire 



(19) Mo«*'*(Ä) 

= WkM + (^k + ^log»^*— i^[*i* ^ogw, + 5,fc log»», + ....+ J^ logwj 
ou 

ft = I , 2 , . . . , p. 

On conclut de la que Ton peut choisir arbitrairement {p — i) zéros, 
Ä> f Ä+i 7 ' " 9 Ap-2 P^^ exemple, et déterminer les p zéros restants fi^j 
A ' • • • ' Ä»-! ^^ fonction des premiers et de z^ . 
Il est essentiel de montrer que la fonction 

y(g . gg) 

ainsi déterminée devient effectivement infinie au point donné j?^ ; pour cela 
il faut montrer que, les zéros p^ , ^^^^ , . . • > fiip-2 étant choisis arbitraire- 
ment d'une maniére convenable, aucun des p zéros restants yj^ , ^j ,..., yS^x 
déterminés par les équations (19) ne cötndde (wec z^. Si Ttin de tÄ8 
zéros, Pq par exemple, colncidait avec z^^ les équations (19) deviendraient 
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(20) r iv.ipj) 



i-i 



(A;-l,9,...,j>) 

et elles détermineraient y?i > Ä > . • • , fip^i 9 'fip en fonction de ^^^i , fip^^ , . • • , 
Ap-jJ elles établiraient donc une relation entré ^^ ^t p^^^j p^^^j -^-j Ptp-99 
ce qui est impossihle puisque nous choisissons arbitrairement ^p y fip^iy 
Pp+i 9 ' " f ^9p-2' ^1 ^^* ^^^^ absurde de supposer que ^^ colncide avec 
18^ quand on choisit arbitrairement ^^, ^^^1 , • . . , ^2^-2 • 

Il est cependant un cas special ou les relations (20) ne détermi- 
neraient pas Pi9 Pi, "'7 fip-ij Pp en fonction de /9p+i ,^^+2 , . . . , yJjjp-,: 
c'est le cas ou les seconds membres de» relations (20) se réduiraient aux 
constantes G^y ä des multiples prés des modules de périodicité des inte- 
grales abéliennes to^{z) , w^{z) , . . . , '^p{^)y c' est ä diré ou lon aurait 

(21) i fegfi^ — ^[ftjfc logmi + 62* log^s + . . . + «^pÄ logmj = o. 

Les équations (20) présenteraient alors le cas dlndétermination déja signalé 
(Briot, Théorie des fonctions abéliennes, page 96, n** 56), et elles permet- 
traient de prendre arbitrairement /?p-, y9p+i , . . . , y?2p_2> 11 ^^'y aurait donc 
plus une absurdité ä supposer que y?^ colncide avec z^^ Mais, lorsque 
les multiplicateurs mj^ et n^^ satisfont aux relations (21), ils sont iden- 
tiques aux multiplicateurs d'une exponentielle de la forme 

comme nous Tavons vu dans la premiére partie (page 15). Donc, en 
écartant ce cas special qui sera examiné a part, on pourra former une 
fonction 

1 
. ^ — - — ^ = Oe * 

w\z) 

réguliére sur E^^, admettant les multiplicateurs donnés, devenant infinie 



/ 
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du premier ordre au point z^ et aux points ^i > Ta > • • • > Tap-a V^^ ^^* 
les zéros de w'{z) situés a distance finie. La fonction 



a done, comme seuls infinis, le point z^ et les infinis de w'{z); de plus 

elle devient a Tinfini infiniment petite de Tordre de -j . Détenuinons le 

• z 

facteur constant C de telle fa9on que le résidu de ^{zyZ^} relatif au 
point Zq soit egal a Vunité, cest a dire que la différence 



« — «o 



reste finie pour z = z^. Alors Tintégrale 

sera une intégrale de troisiéme espéce devenant infinie*au seul point z^ 
de telle fa9on que la différence 

reste finie pour z =^ z^. Nous employons, pour designer cette intégrale, 
la lettre S que Ton emploie aussi pour les intégrales abéliennes de troi- 
siéme espéce: mais il ne pourra pas y avoir de confusion, car l'intégrale 
abélienne de troisiéme espéce est désignée par ö),^,(^) et la nötre par 

Si nous appelons II {z , z^) Tintégrale la plus générale d'une fonc- 
tion aux multiplicateurs donnés, admettant un seul infini z^ de telle fa9on 
que la différence 

n{^f^)—^og{z—z^) 

reste finie au point z^y cette intégrale sera de la forme 

II{Z , Z,) = S){Z , Z^) + /JL,0},{Z) + IX^0)^{Z) + . . . + /ip_iö>p_i(^) + C% 

^^^ /*i > /^3 > • • • ) /V-1 ^^"* ^^^ constantes, (o^{z) , a>^{z) , • . . , (o^x{^) les 
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intégrales de preraiére espéce de fonctions aux multiplicateurs donués. 
En effet la différence 

est une intégrale partout finie, c^est a dire une intégrale de premiére espéce. 
Gas special. Examinons maintenant le cas special ou les multiplica- 
teurs Wjfc et W4 sont ceux d'une exponentielle de la fonne 

Alors une fonction réguliére sur la surface de Riemann R„^ et admettant 
les multiplicateurs w^ et % est de la forme 

E{z)R{s,z), 

R{s y z) d^signant une fonction algébrique rationnelle eri s et z. Comme 
le facteur E{z) est partout fini et différent de zéro, les inlinis du produit 
E{z)R{s j z) sont ceux de R{s , z). L'on sait que, si la fonction algé- 
brique R{s y^) est en chaque point a Tinfini infiniment petite de Tordre 

de -,, la somme des résidus de cette fgnction R{s y z) sur toute la surface. 

z 

de Riemann est nulle; cette fonction admet donc au moins deux résidus 
différents de zéro, si tous ses résidus v ne sont pas nuls. Par conséquent, 
si le produit E{z)R{s j z) na que des infinis d^ or dre inférieur au second, 
il a au moins deux infinis du premier ordre, ou bien il nen a aucun. Si 
donc rintégrale 

fE{z)R{SyZ)dz 

ne doit avoir que des infinis logarithmiques, elle en a au moins deux, ou 
bien elle n'en a aucun et ést de premiére espéce. 

Voici comment on obtiendra une intégrale de cette forme avec deux 
infinis logarithmiques. Soit, comme précédemment 

rintégrale abélienne de troisiéme espéce devenant infinie aux points z^ et 

z — z 

j8^ comme log— — ^ et 
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la fonction algébrique qui est la dérivée de cette integraler cette fonc- 
tion devient infinie aux points de ramification d'un ordre inférieur k 
Tunité, elle devient infinie du premier ordre aux points z^ et z^ avec les 
résidus — i et -{- i. L'intégrale 

B{z,z,,z,)^fE{z)a>:M<^^ 

sera llntégrale de troisiéme espéce la plus simple formée avec une fonc- 
tion aux multiplicateurs spéciaux m^^ et tii^. Cette intégrale est finie 
partout, sauf aux deux points z^ et z^ oix elle devient infinie de telle 
fa9on que la différence 

5>(^ , ^0 y ^i) + ^M log(^ — ^o) — -^(^i) log (i? — Z,) 

v 
reste finie. 

L^intégrale la plus générale possédant cette . propriété est 

ö)(^ , z^j z,) + /Jii(o^{^) + /i^w^i^) + . . . + f^<Op{z) + const., 

1^19 P^f ' " 9 fh désignant des constantes, a}^{z)y 0)^{z) , . . . , o)p{z) les inté- 
grales de premiére espéce aux multiplicateurs spéciaux nik et tij^ , intégrales 
qui sont au nombre de p. (Page 26.) 



Mod/ules de périodieité des i/Mégrales de troisiéme espéce. 

Prenons d'abord le cas ou les multiplicateurs mk et n^ ne sojit pas 
ceux d'une exponentielle E[z)\ soit, comme précédemment, ©(jsr, je?^) Tinté- 
grale de troisiéme espéce qui devient infinie au seul point z^ de la sur- 
face de Riemann JS^^ de telle fa9on que la différence 

reste finie pour ;? = ;?,. Si Ton suppose tracées les coupures 

öj j Ö5j , . . . , öp 5 ^1 > ^3 9 • * * 9 ^p » ^^ 9 ^Z 9 • ' • 9 ^p9 , 

de la méme fa9on que plus haut (page 31), on voit que Tintégrale 
c^{ZyZ^) nest pas uniforme sur la surface de Riemann i^^de ainsi obtenue; 
car, si le point z tourne autour de z^j cette intégrale augmente de 27n. 



Sur Ics iDtégralcs de fonctioDS ä multiplicateurs. 
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En suivant la méthode exposée par C. Neumann (loc. cit. pages 220 et 
suivantes) nous ajouterons aux coupures a;t > ^a > ^a ^^ lacet I entouraiit 
le point z^ et nous supposerons, pour simplifier, que ce lacet I aboutisse 
au point de croisement des coupures a^ , ft^ , c^, comme le montre la 
figure. Sur cette figure le bord gauche du lacet / est marqué <d'un 
trait plus gros; A désigne, comme précédemment, un point du bord gauche 
de ce lacet ou d'une coupure quelconque et p le point situé en face de 
A sur le bord droit; enfin a et ^5 désignent les deux points ou la circon- 
férence (7 de rayon infiniment petit entourant le point z^ se raccorde avec 
les deux bords de L 



et- 



a 




Uintégrale S}{z , z^) est alors uniforme sur la surface de Riemann 
ainsi découpée que nous désignerons par i?a6c/. On voit, comme on Ta 
fait pour Tintégrale ' de premiére espéce (page 32), que Ton a: 

le long de la coupure %: a)(A , z^) — nikiö{p , z^) = d^^., (*^=i.2 /o 

le long de la coupure hf,: (ö(A , z^) — ^k^{p y ^0) ~ ^kj ik^],2,...,p) 
le long de la coupure 0,^: o>{X , z^) — o)(^p ^ z^) = (S^,, (ä=2, 3, ...,?.) 

les lettres £1^^,16;^, (Bf^ désignant des constantes que nous appellerons mo- 
dules de périodicité de Vintégrdle a}{z j z^) le long des coupures %, b^, Cj,, 
Reste le lacet L La différence • 

des valeurs que prend Tintégrale sur les deux bords de ce lacet I est 
aussi constante, car sa différentielle est nuUe. Cette dififérence constante 
le long du lacet I est égale en particulier ä 

Åcta tnalhfmatica. 13. Tmprimé le 1 arril 1890. 7* 



so 
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(yoyez la figure de la page précédente), c'est a dire a Tintégrale S(^, ^^) 
prise dana le sens négatif sur la petite circonférence a entourani le point 



z^\ elle est donc 



— 2;re, 



car la dérivée de a)(^,^o) ^^^^^^^ 1^ point z^ comrne pöle de résidu + ^• 
Ainsi, Ton a, le long de la coupure /, 

En resumé, Tintégrale ©(^j^^) admet 3jp modules de périodicité, a 



savoir 



^1 ; ^3 5 • • • > ^p s^r les coupures öfj , a^ , . . . , a^, 

cBj , cBjj , . . . , cB^ sur les coupures ft^ ,&,,..., 6^, 

Sj , . . . , S^ sur les coupures c^ , . 

— 2 t/ sur la coupure /. 



• • j ^p7 



Jtelations entré ces modules de périodicité. 

En appliquant a Tintégrule (ö{z ^ z^ les raisonnements appliqués aux 
pages 33 et 34 a Tintégrale de premiére espéce ö>(^), nous déduirons, de la 
considération de chacun des points de croisement des coupures, une rela- 
tion entré les itiodules de périodicité et les multiplicateurs correspondants. 

Le point de croisement des coupures «i , &, , c, et /, (voyez la figure 
de la page précédente) donne ainsi la relation 

cBj(i ^ — w?j) — dj(i — ^j) + 2m,w,;ri + nj(Sj, = o; 

le point de croisement des coupures «2 ' ^2 > ^2 j ^s donne de méme la 
relation 

^3(1 — wj — a^(i — wj — rn^n^Q^ + w.e, = o; 

et ainsi de suite. 

On obtiendra en tout, comme aux pages 33 et 34, le systéme dos 
p relations suivantes 



(22) 

ou Ton fait 



^t(i — »'*•) — ^«(i — «t) — m^ttk^i + %St+, = o, 



A* — I f 2j«««,J7 
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cn convenant cjue 

Öj = — 27n, (?,,+! = o. 

L'éliiiiiniition de C?.^ , Ö^ , . . . , (2^ eiitrc ces j[> relations fournira facileuieiit 
réquation 

(23) 2m + y ^ = o, 

quMl est intéressant de rapprocher de Téquation analogue relative aux 
intégrales de premiére espéce (voyez pagc 34, équation 13). 

Remarque. Il serait absurde de supposer ici les multiplicateurs nij^ 
et fik tous égaux a Tunité, car, dans cette hypothése, Tintégrale de troi- 
siéme espéce o){z , z^) avcc un seul infini logarithmique n'existerait jilus, 
coinine il est bicn connu par la théorie des intégrales abéliennes. 



Relations e{xtre les modules de pénlodiclté de Vintégvalé 3){z , z^) et 
ceax dhine intégrale de preini^re espéce aux multiplicateurs lnvei*ses. 

Désignons, comme plus haut, par ii{z) une intégrale de premiére 

espéce d*une fonction aux multiplicateurs m]^ et n^ inverses de m^ et w^., 

et appelons 

A' n' fy A-1,2 p\ 

les modules de périodicité de cette intégrale relatifs aux coupures (ikyhy^^h- 
L' intégrale , 

J=fQ{z)da>{z,z,) 

prise dans le sens positif sur le contour de la surface de Rieniann ii^^^, 
(voyez page 49) est nulle; car, sur cette surface 'Rabcn ^^ fonction 

est réguliére et a tous ses résidus nuls. 

Si lon appelle A un point du. bord gauche d'une coupure et p le 
point situé en face de A sur le bord droit, les elements de Tintégrale J 
correspondant a ces deux pointfi seront: 



f^ 
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car les deux bords de la coupure sont parcourus en sens contraire par 
la variable d^intégration. Comnie, outre les deux bords des coupures 
^kj hj ^h ^t ly le contour de la surface Raf,ci comprend encore la circon- 
férence infiniment petite a entourant le point z^ et raccordant les deux 
bords de la coupure Z, il faudra avoir soin de prendre Tintégrale J sur les 
deux bords de toutes les coupures et sur la circonférence a. On a donc 

k=\ I ofc 

+f[ä{X)dB{X,z,)-3{p)d&{p,z,)]\ 

bk ' J 



Ä = 3 Ck 



+f[S{X)dm{k , z,) — Q{p)dB{p , z,)] +jQ{z)dB{z , z,); 

I a 

m 

i 

les indices dont sont afifectés les signes d*intégration signifiant que les 
preiniéres intégrales sont prises le long des coupures marquées par Tin- 
dice et la derniére le long de la petite circonférence a dans le sens de 
la fléche. Gette derniére intégrale est facile a calculer. En efifet, dans 
Vintérieur de cétte circonférence a la fonction soumise a Tintégration 

CLZ 

» d/D (z Z ^ 

admet le pöle simple z^- avec le résidu i?(^o)' ^^^ ^^ facteur — ' ^ 

adinet ce pöle avec le résidu + i. On a donc, puisque la circonfé- 
rence (7 est parcourue dans le sens négatif autour de z^, 

m 

fä{z)da}{z , z^) = — 27nä{z^). 

a 

Quant a Tintégrale affectée de Tindicc I 

m 

f[ä{k)di5{X , z,) - ii{p)diö{p , z,)], 

I 

el le est nuHe; car le long de la coupure I on a 

S^{X) = S{p), dGi{X , z,) = d5i{p , z,). 
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Enfiriy la som me des (3p — i) premiéres intégrales relatives aux coupures 
^kjKj^hj qui figurent dans Tintégrale J de la page précédente, peut 
étre déduite de la.somme des intégrales analogues qui constituent Tinté- 
grale / envisagée a la page 36, en rempla9ant dans cette derniére 
somme to{z) par B{z ^ z^). On en conclut, en répétant la suite des trans- 
formations que Ton a fait subir a Tintégrale / aux pages 37 et suivantcs, 
que rintégrale / a pour valeur 

Cette intégrale J étant nulle, on a la relation 

(24) i\A',{n;Sl>, + e,^.,) — m],B'Ak — KC',{m',a, + ^,) + n',C',,M 

= 2niä{z^), 

dont le premier membre se déduit du premier membre de la relation 
16 (page 40) en Templa9ant dans cette relation les modules de périodicitc 
AjgjB,,jCf^ de rintégrale de premiére espéce (o{z) par les modules de 
périodicité dj^ , cB^j. ; ^ä ^^ Tintégrale de troisiéme espéce G){z ^ z^). Il 
faudra bien entendu faire 

Quant a la constante Gj elle doit étre considéréc comme égale a — 27ri 
qui est le module de périodicité de S}{z , z^) sur la coupure /, comme 
nous Tavons déja dit a la page 51. 



Cas special au les muUipUcateurs mk et w* sant ceux iVune 

exponentielle de la fornie 

Dans ce cas, comme nous l'avons vu plus haut (page 48), rinté- 
grale la plus simple de troisiéme espéce d*une fonction aux multiplica- 
tcurs spéciaux m,^ et n^ est donnée par la formule 
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liig^f^{z) désignant Tintégrale abélienne de troisiéme espéce devenant infinie 

aux points z^ et z^ comme 

z — z. 



log 



z — z. 



et a}^^,(^) etant la dérivée de cette intégrale. L'intégrale (ö{ZjZ^^z^) est 
partout iinie sauf aux points z^ , z^ oii elle devient infinie coninie 

E{z,)\og[z — z;) — E{z,)\og{z — z,). 

Pour obtenir une surface sur laquelle Tintégrale 

reste unifo nne, nous suivrons encore la méthode exposéc par C. Neumann 
(loc. cit. pages 220 et suivantes) et nous ajouterons aux coupures a^t, é^t, (?;i 



tt— > r:r: r-:!! 




un lacet I + m dont les'deux bords sont infiniment rapprochcs et qui 
renferriie deux petites ouvertures circulaires a^ et a^ entourant les points 
Zq et z^. Nous supposerons de plus que ce lacet parte du point de 
croisement des coupures a^ , b^ , c^, comme le montre la figure; nous dé- 
signerons, avec C. Neumann, par B'ai,cim ^^ surface de Riemann ainsi dé- 
limitée. 

LMntégrale de troisiéme espéce 

est réguliére sur cette surface Rabdm'* ^^l^ posséde [yp + O modules de 
périodicité a savoir: 
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<Sli , £^2 , . . . , ötp le long des coupures a^ , a^ , . . . , a^, 
cBj , SBj , . . . , oBp le long des coupures ft^ , ft^ , . . . , ft^, 

^2 > • • • > ^p 1® lo"g ^Jcs coupures c^j . . . , ^p, 

£ , Slt le long des coupures / , w. 

Les constantes £ et 91t sont faciles ä calculer. En appelant a et b les 
deux points oii la circonférence (t^ entourant z^ se raccorde avec les 
bords de la coupure ?, on aura 

Tintégration étant faite sur la cii:conférence a^ dans le sens marqué par 
une fléche. Comme, a Tintérieur du cercle a^j la fonction intégrée posséde 
le p61e z = Zq avec le résidu — Fj[Zq)j Tintégrale qui est prise autour 
de ce p61e dans le sens négatif a pour valeur 

. £ = 27nE{z,). 

Quant a la constante Slt elle est égale a la dififérence des valeurs de 
Tintégrale Biz/z^yZ^) aux deux points d et a ou les deux bords de la 
coupure m se raccordent avec la circonférence a^. (Voyez la figure de la 
page précédente.) 

D'autre part on a aussi, en considérant Ics deux points y9 et /* oii les deux 
bords de la coupure I rencontrent cette circonférence a^^ 

d'oii en retranchant 

91c — £ = ^((? , ^, , z,) — Bir jZ,,z,) + (ö{[i , z^ , z,) — a>(a', z^ , z,). 

Or le second membre de cette relation nest autre cHose que Tintégrale 
G){z j Zq j z^) prise sur liv circonférence a^ dans le sens de la fléche. Comme 
la fonction 

a, dans le cercle ^j, le seul p61e z^ avec le résidu E{z^), Tintégrale de 
cette fonction prise dans lo sens négatif sur la circonférence ^, est 

— 27riE{z^). 



5G P. Appell. 

On obtient donc la relation 



d'oii, (Vapros la valeur trouvée auparavant pour £: 

9n = 27ri[E{z,) - E(z,)]. 



Melations entré les modules de péHodicUé de VhUégrale a){z j z^ , z^). 

La considération des p points de croisement des coupures donnem, 
coinme pour Tintégrale de premiére espéce (page 34), les p relations 

on 

k = i , 2 , ... , p 

avec la convention que 

Uélimination de S^ , Sg , . . . , (2^ en tre ces p relations fournira Téquation 

(25) 2;r.[E(..)-^(0]+g ^,j,...„), ^-^.^o 

analogne a la relation (23) de la page 51. 



Melation entré les ^nodules de périodictté de Vintégrale S)(^ , -2^0 » ^1) 

■ 

et cenx iVune ititégrale de premiére espéce Q {z) 
anx multiplicatenrs inverses. 

En écrivarit quc Vintégrale 

fä{z)fh7){z,z,,z,), 

prise sur le contour de la surface de Riemann B„f,cimj ^st milley et trans- 
formant cette intégrale comme on Va fait pour une intégrale du méjne 
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genre ä propos des intégrales de premiére (pages 36 a 40) ou de troi- 
siéme ' espéce (pages 51 a 53), on obtiendra la relation 



km\ 



= 27rl[ii{z,)E{z,)-ä{z,)E{z,)]. 



Comme vérification, supposons que les multiplicateurs m^ et n^ de- 
viennent tous égaux a Tunité, leurs inverses mj^ et n^ deviendront aussi 
Tunité, Texponentielle E{z) se réduira également a Tunité, enfin jO{z) et 
a{ZyJS^yZ^) deviendront des intégrales dbéliennes Tune de premiére Tautre 
de troisiéme espéce. Comme, dans cette hypothése, les constantes (5j, 
öj > ®g > • • • > ®p et C'J , Ci , . . . , 6p deviennent nulles, les constantes Sp^^ 
et 6p^.i étant nuUes par convention, la relation (26) que nous venons de 
trouver se réduit a la relation bien connue 

£ (^;s, - B;a,) = 2ni{Q{z,) — u^z,)] 

qui lie les modules de périodicité 61^ , pB^, d'une intégrale abélienne de 
troisiéme espéce, aux modules de périodicité Å[ et B\ d'une intégrale 
abélienne de premiére espéce ii{z). 



Intégrales de seconde espéce. 

Soit 0[z) une fonction aux multiplicateurs w^ et w^ {k= i,2,...,p), 
Fintégralo 

f0{z)dz 

sera de deuxiéme espéce si elle n^admet que des infinis algébriques. D^aprés 
cela, rintégrale de seconde espéee la plus simple qu'on puisse imaginer est 
celle qui ne devient infinie qu'en un point z^ et cela comme 






Une telle intégrale existe toujours, quelle que soit la position <lu point 

A€tm muitlMwuiUem. IS. Taprlné 1 1 3 arrll 1890. 8* 
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z^j å condition qtie les muHiplicateurs ne soient pas ceux d'une exponentielle 
de la forme 

non réduite å une constante. 

Supposons d'aborcl que les multiplicateurs ne soient pas ceux d'une 
exponentielle telle que E{js). Nous formerons alors, comme il suit, Tinté- 
grale de seconde espéce avec un seul p61e du premier ordre de résidu +i. 

Appelons, comme plus haut, w(^z) une intégrale abéliejine de pre- 
miére espéce et tv'{z) la fonction algébrique qui est la dérivée de cette 
intégrale. Cette fonction algéfirique w\z) devient nulle ä distance finie 
en (2p — 2) points 

lies par les p relations bien connues 

Fonnons une fonction ^{z) admettant les multiplicateurs m^ et w^, 
deveriant infinie du premier ordre aux points 

Ti > Ta ' • • • ' Tap-a 

- » • » 

et infinie du second ordre en un point z^ donné arbitrairement. Cette 
fonction ^{z) ayant 2p infinis, puisque z^ compte pour deux, aura aussi 
2p zéros que nous nommerons 

D'aprés ce que nous avons vu dans la premiére partie, cette fonction 
ip{z) sera 

les zéros 
et les infinis 
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étant lies par les p relations 

w,{u) — w,{Zo) + w,{v) — WtM + ?, [^i(Ä) - Ml)] 

Jsal 

= ^ log «* — ^ [^* log w, + éjt log m, + . . . + ip4 log mj, 

ou- 

k = 1 , 2 , ...,p. 

Comme la somme 

est égale a la constante ö^, les relations ci-dessus s'écrivent plus simple- 
ment 

= 2w^ (ifo) + ö* + ^ log w» — ^ [ft,t log w, + . . . + ép, log mj, 



OU 



A/ — I^S^aa.j JP • 



Ces relations montrent que, z^ étant donné, on pourra choisir arbitraire- 
ment p zéros 

et déterminer par ces relations les p zéros restants: 
On pourra toujours choisir les zéros arbitraires 

^ > ^ > rp+i ' rp+a ' ' • ' 9'P^p—2 

m • 

de telle fa9pn quaucun des zéros restants . 

Pl 9 Pi 9 • ' * 9 Pp 

ne colncide avec le point z^. Alors la fonction ^{z) deviendra effective- 
ment infinie du second ord re au point z^. Si Ton considére le produit 

ip{z)w'{z), 
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on voit qu'il ne devient plus infini en aucun des points ^i j Tt > • • • > r»p-« 
qui son t les zéros de w^z)] ce produit devient infini du seoond ordre 
au point Zq\ il devient åussi infini aux infinis de w\z) et cela comme 
w\z)'y enfin ce produit est, en chaque point a Tinfini, infiniment petit de 

Tordre de -|. On pourra disposer du facteur constant C qui figure dans 

Texpression de ip[z)y de maniére que le produit 

{z - z,r^{zMz) 

tende vers — i quand z tend vers z^. Alors, dans le voisinage de z = z^j 
on aura pour ^{z)w'{z) un développement de la forme 

<p{z)w'{z) = _^_i-^. + -i-+ B„ + C,{z-z,) + ..., 

Pq , Bq y C^ y . . . étant des constantes dont la premiére est le résidu de 
(ff{z)w'{z) au p61e z^. D'aprés toutes ces propriétés du produit ^{z)w'{z)j 
rintégrale 

Jip{z)w'{z)dz 

reste partout finie excepté au point z^ ou elle devient infinie comme 



«— «o 



Puisque, par hypothése, les niultiplicateurs m^ et n^ ne sont pas ceux 
d'une exponentielle E{z)y il existe une intégrale de troisiéme espéce 

(o{z, z^) 

dont la dérivée admet les niultiplicateurs m^ et n^ et qui devient infinie 

au point z^ connne 

log (^ — z,). 

Donc la différence 

<(^ y ^o) =f<p{z)to'{z)dz — F^a){z , z,) 
deviendra infinie au seul point z^ et cela comme 



z — », 



'o 
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Nou^ avons ainsi formé Tintégrale de seconde espéce 

partout finie excepté au p61e z = z^ de résidu + i. Nous désignons 
cette intégrale par la lettre t que Riemakn et Neumann emploient pour 
designer Tintégrale abélienne de seconde espéce. Cela ue pourra pas 
amener de confusion car notre intégrale est appelée t{z , z^) et rin^grale 
abélienne avec le p61e simple z^ est appelée par Neumann t,^{z), 

Cas special ou les tnuUiplicateurs sant cetuc d^une expmientieUe £(«)• 

Dans ce cas on pourra toujours former corame précédemment Tinté- 
grale 

Jif>[z)w\z)dz 

qui devient infinie au seul point z^ comme 

^-^^+P, log(^ — ^J; 

mais alors il n^existe plus d'intégrale de troisiéme espéce S}{z y z^) deve- 
nant infinie en un seul point z^ comme log(ief — z^). On ne peut donc 
plus former Tintégrale t{z j z^) comme dans le cas general qui précéde. 
Dans le cas actuel cette intégrale n'existe plus: la constante P^ ne peut 
étre nulle que pour des positions particuliéres du point -^f^. En effet, dans 
le cas present^ la fonction 

est une fonction algéhrique devenant a Tinfini infiniment petite de Tordre 
de "i; et Von sail que la somrae de tous les résidus d'une pareille fonc- 
tion algébrique est nwZfe. Or le seul pöle de cette fonction, ayant un 
résidu diflférent de zéro, est le point z^ : dans le voisinage de ce point on a 



• • • • 



62 P. Appell. 

Si Ton forine le pröduit 



I • 



Eiz) 

et si Ton écrit que dans ce produit, le résidu, c'est a dire le coefficient 
de — •• — , est nul, on a la relation 

# 

(27) P, = 2[AiM;;(^o) +. h^tM. + •; ■ + ^pKMI 

qui montre que P^ n'est nul que pour des positions exceptionnelles ån 
point z^. 

Ainsi, dans le oas special dont nous nous oceupons ici^ il n'existe 
pas d'intégTale de deuxiéme espéce devenant infinie en un point arbi- 

traire z^ et cela comnne . Une telle intégrale ne peut exister que 

Z — Zq 

pour des positions exceptionnelles du point z^ vérifiant Téquation 

Mais, quel que soit js^j il existe alors une intégrale 

T{z,z,)==f(p{z)w\z)dz 
devenant infinie au seul point z^ et cela comme 

Z Zq 

pQ ayant la valeur (27) ci-dessus. Gette intégrale t{z j z^) est, d'aprés 
notre classification, de troisiéipe espéce; elle peut aussi étre formée de la 
fa9on suivante. Si Ton appelle, avec Neumann, 

rintégrale abélienne de seconde espéce ädmettant le seul pdle z^ au pre- 
mier degré et avec le résidu + i, on aura 

En efFet la fonction sous le signe C 



E{z) 



dz 
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est une fonction aux multipHcateurs spéciaux w^ et n^: dans le voisinage 
du point z^ on a, en appelant E\z) la dérivée de E{z)y 

E{z) = E{z,) + {z -z,)E'{z,) + . ... , 

d'ou, en multipliant membre ä membre, puis divisant par E{zJ, 

Ejz) dt.,(z) ^ ■ I E'(g.) I I 

B (O dz {z-z,y E{z,){z-z,)'^--'- 

LMntégrale 

devient donc irifinie au seul point z^ et cela comme 

-+P, log(^ — ^J, 



z — z^ 



car la constante appelée P^ est précisément' 

E{z,)' 

Cette intégrale est, par suite, égale ä t{z , z^)^ ou n*en différe que par 
une somme d^intégrales de premiére espéce. 

Puisque, dans cecas special oii les multiplicateurs sont ceux de 
Fexponentiellé E{z)y il n^existe pas d'intégrale de deuxiéme espéce avec 
un seul pöle du premier ordre, Tintégrale de deuxiéme espéce la plus 
simple aura au moins deux påles du premier ordre z^ et z^. Pour la 
former, appelons t{z , z^) Tintégrale qui devrent infinie au seul point z^ 
comme 

— ^- + P, log{z — z,), P, = 2[X,w\{^,) +\w',{z,),+ . . . + X,w;{z,)\ 
et considérons rexpression 
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OÄ Ci{z y Zq , z^) est rintégrale de troisiéme espéce devenant infime aux 
points Zq et z^ comme 

E{z,) log (z — z,) — E{z,) log {z — z,). 

Cetté intégrale t{z ^ z^f H^^) na plus d'infinis logarithmiques: en eflFet au 
point Zq elle devient ittfinie comme 

P, EM[^^ + P, log {z - zS\ - P„ P:E{z,) log {z - z,) 
c'est a dire, en réduisant, comme 



Ä — «o 



de méme au point z^ elle devient infinie comme 



- P„ £(..)[-!- + P, log (. - ..)] + P,P,£(^0 log {z - z,) 



c'e8t a dire comme 



« — «1 



22^margu^. Si l'on suppose que, dans Texponentielle 

toutes les constantes Å^ ^ Å^ j ...^ Åp sont nulles, cette exponentielle se réduit 
a Tunité et tous les multiplicateurs m^ et w^ (ft = i , 2 , . . . , jp) devien- 
nent aussi égaux a Tunité. Alors la constante P^ est nulle quel que 
soit Zq et rintégrale 7{z , z^) se réduit a Tintégrale abélienne de seconde 
espéce t,^{z). 



ModvXes de pértodidté d^une intégrale de deuooieme espéce. 

Nous venons de voir que, dans le cas general oii les multiplicateurs 
mf, et fij^ ne sont pas ceux d*une exponentielle E{z)y il existe une inté- 
grale de deuxiéme espéce 
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partout finie excepté au point z^ qui est un pöle simple de résidu + i. 
Gette int^grale est réguliére sur la surface B^j^ de Riemann: elle posséde, 
comme une intégrale de premiére espéce, {^p — i) raodules de périodicité 
a savoir: 

le long de la coupure a^ le module de périodicité di, 

(*-l,2,...,p) 

le long de la coupure b^ le module de périodicité ®i, 

le long de la coupure c^ le module de périodicité SJ. (a=2,8,...,/>) 

Gela signifie que Ton a: 



(*- 1,2, ...,/>) 



le long de a,: t{Å , ^J — m,t{p , z^) = d;, 
le long de 6,: t{Å , ^J — n,t{p , z^) = S;, 
le long de c^i t{Å , z^) — t{p , z^) = (B;. (Ä-2,8,....p) 



Relations entré ces modulea. 

La considération des points de croisement des coupures fournira entre 
ces modules de périodicité des relations identiques ä celles qui ont été 
établies pour les modules de périodicité des intégrales de premiére espéce. 
(Pages 33 et 34.) . . 

L'on obtient ainsi les p relations 

(28) s;(i — m,) — a;(i — n,) — w,n,e; + n,e;^i =o 



oii 



Ä — 1,2,...,^ 



et ou Ton convient de remplacer (SJ et S^+i par zéro. 

De ces relations Ton déduit par réliraination de S^ , SJ , . . . , S^ 
Téquation 

*"'^;(i-»w,)-a;(i-n,) I 



z 



= O. 



Äcta matlumatioa. 18. Imprlmé le 19 anll 1990. 9^ 
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Relations entré les modules de périodicité de Vintégrale de seconde 
espéce t{z , z^) et ceux d^une intégrale de premiére espéce aux 

multiplicateurs inverses. 

Soit, comme plus haut, Q{z); une intégrale de premiére espéce aux 
multiplicateurs m\ et n^ inverses de ni^ et w^, admettant les modules de 
périodicité Ji-, B^ , C^. 

L' intégrale 

Rahc 

m 

prise dans le sens positif sur le contour de la surface de Riemann R^j,^ 
est égale a 

en désignant par i^{z) la dérivée de Q{z) par rapport a z. En eflfet, 
sur la surface jB^j^ la fonction 

^ ^ dz 

est uniforme et réguliére: elle admet le p61e z^ et, dans le voisinage de 
ce point, on a 

Q{z) = Q{z,) + {z~z,)ff{z,)^..., 

- * 

donc, dans le produit ä(z) — t—} le résidu relatif au pöle z^ est 

Ce produit a d'autres p61es anx points de ramification mais leurs résidus 
sont tons nuls; de plus il est a Tinfini infiniment petit de Tordre de 

-5. Donc Tintégrale /' prise dans le sens positif sur le contour de la 

surface R^^,^ est égale ä la valeur de cette méme intégrale prise dans le 






\ 
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méme sens sur une petite circonférence eutourant le point ^^j c^est a 
dire a 

comme nous Tavions annoncé. 

D'autre part Tintégrale /' se transformera exactement comme Tinté- 
grale / que nous avons traitée aux pages 36 et suivantes; et Ton trou- 
vera que cette intégrale est égale a 

On a donc la relation 

(29) Z [AiiKSii + é;^,) — miw.di — «',c:{m',a', + ib;) + n;Q^,^;i 

avec la convention 

6'; = c;,, = e: = e;+, = 0. 



Cas special ou les multiplicateurs nik et w^ sant ceux (Vune 

exponent ielle E{z). 

Dans ee cas rintégrale de seconde espéce t{z ^ z^) avec un seul pole 
simple z^ n'existe plus. Il faut la remplacer par Tintégrale appelée 
tiZyZ^^z^) définie par Téquation (page 63) 

OU encore, . d'aprés les expressions des intégrales 

z{z, z^) , t(z, ^,) , ■si{z,z^, 2,), 
t{z,z, , z,) = PjE{z)dt,Xz) - PjE{z)dt,X') + F,P,fE{z)d<5.„S'). 

Les constantes P, et P, ont les valeurs 

Po = 2[ÅiW[{z^) + ÅiW'3{Zo).+ ... -h ^w'p{Zo)], 
Pl = 2 [AiM^iCZi) + Å,w'i{Zi) + . . . + ÅpWpiz^)]. 
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Gette intégrale de seconde espéce est, comme toute intégrale de Beconde 
espéce, uniforme et réguliére sur la surface B^j,^ de Riemann; elle admet 
les deux pAles simples z^ et z^ avec les résidus respeetifs 

P,E{z,),-P,E{z,). 

Appelons encore di , SB^ , S^ les modules de périodicité de cette intégrale 
t{ZyZQ,z^) le long des coupures ^kyhy^h (a-m',".*!?)- Ces modulés sont 
lies entré eux par les p relations 

^Ui — fitk) — <aUi — n,) — m,n,ei + n.S;^, = o 
ou 

K = I j 2 , . . . , 2^, 

et 

e; = e;+, = o. 

Enfin, ces modules de périodicité dj^ , oB^ , <Bl sont lies aux modules de 
périodicité A'i; , B^ , C'^ d'une intégrale de premiére espéce äi{e), aux 
multiplicateurs inverses, par la relation 

= 2y:i[P,E{z,)S'{z,)-P,E{z,)ä'{z,)l 
que l'oD obtient par la considération de l'intégrale 



fs{z)dt{z,z,,z,) 



prise dans le sens positif sur le contour de la surface JB^éc de Riemann. 



Formule de décompositian d^une fonction ä muUiplicateurs 

en elements simples* 

De méme que, par la formule de Riemann-Roch (Journal de 
Crelle, t. 84, pag. 294, et C. Neumann loc. cit. page 258), toute fonc- 
tion rationnelle de 5 et ;8f, c'est a dire toute fonction réguliére sur la 
surface R de Riemann, peut s'écrire sous la forme d'une somme d'inté- 
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grales abéliennes de seconde espéce, de fa9on que les p61es et les parties 
principales correspondantes se trouvent en évidence; de méme toute fonc- 
tion a multiplicateurs peut 8'écrire sous la forme d'une somme d'inté- 
grales de fonctions a multiplicateurs de premiére et seconde espéce, de 
fa9ori ä mettre en évidence les p61es et les parties principales corres- 
pondantes. Gette formule que nous allons établir remplace avantageuse- 
ment la formule donnée par M. Appell (Journal de mathématiques 
pures et appliquées, publié par M. Rbsal, t. 9 (1883), page 11). 
La formule de M. Appell présente cet inconvénient que Télément simple 
devient infini en (p — i) points étrangers a la question, tandis que notre 
element ne devient infini qu'en un point 

Soit 0{z) une fonction admettant les multiplicateurs m^ et n^ 
{k = i , 2 , . . . , p) non spéciaux c'est a dire ne pouvant pas étre iden- 
tifiés avec ceux d'une exponentielle E{js)] cette fonction est réguliére sur 
la surface B^ de Riemann et admet^sur cette surface un certain nombre 
q de påles 

^1 > ^2 > • • • > ^7 

que nous supposons d'abord simples et distincts des points de ramification: 
soient 

les résidus relatifs a ces poles. Considérons la diflférence 

A = 0{z) — B,t{z , z,) — R,t{z , ^J — . . . _ R^t{z , z,\ 

ou t{z y z) désigne, comme plus haut, Tintégrale de seconde espéce, d*une 
fonction aux multiplicateurs donnés, qui devient infinie au seul point 

Zy et cela comme . Cette diflférence A est uniforme sur la surfaca 

Z Zv 

Babe dö Riemann, car chacun de ses termes Test; el le demeure sur cette 
surface partout finie, car dans le voisinage du point z = z^ par exemple 
on a par hypothése 

^(^) = r~7 + «o + «i(^ — ^1) -f- • • . 

z z^ 

et 

^A' ' ^1) = 737 + Ä + Ä(^ - ^J + . . . , 
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ce qui montre que la différence A reste finie pour z ^= z^; enfin la 
dérivée de A par rapport ä z est réguliére sur R^f, et admet les multi- 
plicateurs i% et w^, puisqu'il en est ainsi de la dérivée de chacun des 
termes de A. Cette différence A est donc Tintégrale d'une fonction a 
multiplicateurs et, comme elle est partout fmie^ e'est une intégrale dé pre- 
miére espéce: ^\\e peut, par consoquent, se niettre söus la forme 

t^i<^i{^) + ih^Å^) + • • • + iJ-p-i<Op-i{z) + c;, 

ji^, fi^, . . . , fip^x étant des constantes, o)^{^z) , 0)^{z^ y • . • , ö>p_i(^) les (|? — i) 
intégrales de premiére espéce linéairenient indépendantes. En égalant A 
a cette derniére expression, on ebtient la formule cherchée 

• • 

(30) ij>{z) = Rjiz , z,) + B,f(z ,z,) + ... + R,t{z , z,) 

entiérement nnalogue a la formule de Riemann-Roch. (Voyez C. Neu- 
MANN, loc. cit. page'258.) 

Pour établir cette formule, nous avons supposé les p61es ^r, ,^3,...,^?^ 
du premier ordre: si Tun de ces pöles, par exemple z^^ était d^ordre n, 
il faudrait remplacer Télément 

par une expression de la forme 

^i(^ , ^\) + J^h -3-7- •+ ^1 ■ — ^^j ]r . . ^ + ti\ — ^T— ' 

comme il arrive dans toutes les formules de ce genre. Nous avons aussi 
supposé les points z^ , z^^ . . \ ^ z^ distincts des points de ramification. Il 
serait trop long dMndiquer les modifications bien simples que devrait 
subir la formule, si certains des poles z^ , z^, - - • y ^^^ coKncidaient avec des 
points de ramification; ces modifications sont identiques a celles qui se 
présentent dans des conditions analogues pour les fonctjons algébriques 
et les intégrales abéliennes de seconde espéce. (Voyez une Note de M. 
GouRSAT Sur la théorie des intégrales abéliennes, Comptes rendus des 
séancés de TAcadémie de Paris, f. 97, page 1281) 

On peut, comme vérification, déduire de cette formule de décorhposi- 
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tion, les {p — i) relations qui lient les réftidus R^ , B^ , , . . ^ R^ et les 
p61es correspondantfi z^ j z^ , . . . , z^j relations que nous avons établies 
directement (page 28). Pour cela, désignons par 

\r J ^^'Ir ? J ^*/)r? 

<11' <Xl' »-'il' 

C^f (O' (O* 

les inodules de périodicité de Vintégrale t{z , z^), 

et par 

^nj > ^y > ? ^pj'» 

fr fl fl 

^%j 9 ^SJ j • • • ? ^jy» 

les inodules de périodicité de Tintégrale de premiére espéce coj{z)^ 

/= I , 2, . .•, (^— i). 

Corame les inodules de périodicité de la fonetion 0{z) sont nulSj puisque 
^{z) est une fonetion a multiplicateurs, la formule de décomposition 
établie pvécédemment (pnge 70) donnera immédiatement les (3/? — i) 
relations 



(31) 



[ i?,(P;, + i?,e;, + ... + R,e:^ + fMC\, +fi,c\, +... + /jl,.^c\,.., = o, 



ou 

k = I y 2 , ..., p, // = 2 , 3 , . ..,p. 

Soit, comme dans tout le cours de ce travail, S{z) une intégrale 

de premiére espéce d'une fonetion aux multiplicateurs w[. et n^ inverses 

de nif. et n^, et soient 

4' 7?f C /Ä-i,3,...,i»\ 



72 P. Appell. 

les modules de périodicité* de cette intégrale. La relation qui lie les 
modules de périodicité des deux intégrales de premiére espéce 

a)j{z) , ii{z) 

aux multiplicateurs inverses est, comme nous Tavons vu (page 40) 

ou, en ordonnant cette relation par rapport å AkjyBf^y ^\+i.> 6* changeant* 
les signes 

(32) i:[A,j{tKB', + m',n;C',) 

+ B,,Kc; - nM; — n[cu^) — c:^^^JA] = o, 

ou 

Cij = Cp^ij = CJ = C^^i = o. 

En faisant sueeessivement 

j = i , 2 , ..., {p— i) 

on obtiendra (p — i) relations de cette forme. De meine la relation 
qui lie les modules de pérodicité de Tintégrale de deuxiéme espéce 
t{z j z^ et de Tintégrale de premiére espéce !2{z) aux multiplicateurs 
inverses (page 67) peut s'écrire, si on Tordonne par rapport aux modules 
de périodicité de t{z j z^ et si on change les signes 

(33) S[ai,KB; + miniQ + a;,.(t2;c; - < j; — n^c,^,) - e;,,,,^i] 



k~\ 



= 27:iä\Zr) 



OU 

e' (ö' p' Cl' r. 

l,r — ^/>+l,r — ^1 — ^p-\-\ — ^* 

En faisant sueeessivement 

f = I , 2 , . . . , 5, 

on obtiendra q relations de cette forme. Cela pose, multiplions cette 
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derniére relation (33) par B^ et la relation précédente (32) par fij et 
faisons la somme des ? + p — i relations ainsi obtenues 

(r = I , 2 ,...,}; y = I , 2 , . . . , p — i). 

Dans cette somme, le premier membre est nu I, en vertu des relations 
qui expriment que les modules de périodicité de 0{z) sont nuls (eq. 31, 
page 71), et il reste 

ce qui est la relation établie directement (page 28) entré les p61es et les 
résidus d'une fonction a multiplicateurs. Cette relation, comme nous 
Tavons vu, se décompose en {p-. — i) relations distinctes. 



Ca8 special ou les mtdtiplicateurs sont cetix d^une exponentielle 

de la forme 

Dans ce cas, la formule de décom position que nous avons établie 
ci-dessus n^est plus applicable, ear Tintégrale de seconde espéce t{z , z^) 
avec un seul infini simple n^existe plus. On pourrait alors établir une 
autre 4^ormule de décom position en elements simples, en prenant pour ele- 
ment Tintégrale de seconde espéce ({z^z^^z^) avec deux infinis simples 
qui devient infinie en ces deux points comme 

P,E(z,)' .P,E{z,) , 
On aurait ainsi la formule 

P^ désignant la constante 2[Xiw{{Zq) + AjM^jC^^) + ••• + ^p^pi^g)]^ ^iC-^)» 
a}^{z) , . . . , (Op{z) les intégrales de premiére espéce qui sont actuellement 
au nombre de jp. 

* Voir page 63. 

Aeta mathtmattea. 18. Imprimé le 19 aTril 1890. 10* 



Z — »Q Z — Äfj 
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Mais il est bien plus simple de remarquer qu'uDe fonetioti aux 
multiplicateurs spéciaux w^ et w^ est de la forme 

R{s j z) désignant une fonction rationnelle de 5 et £?, et d'appliquer en- 
suite ä cette fonction rationnelle R{s ^ z) la formule de Riemann-Roch, 
comme le fait M. Appell. (Journal de mathématiques, publié par 
M. Resal, année 1883, page 13, N° 7.) 



EoGpression la plus générale d^une intégrale de foncttons 

ä fnuUiplicateurs. 

On démontre sans peine, comme on le fait pour les intégrales abé- 
liennes, que toute infégrale de fonction a multiplicateurs est une somme 
dIntégraleÄ de premiére espéce, dMntégrales de troisiéme espéce, dlnté- 
grales de seconde espéce et de dérivées de ces derniéres par rapport au 
paramétre. Cest ce qui résulte de ce fait, qu'en retranchaiit, d'une inté- 
grale de fonction a multiplicateurs, des intégrales convenables de troisiéme 
espéce et de seconde espéce et des dérivées de ces derniéres par rapport 
au paramétre, on atnénera la diflPérence a rester partout finie. 
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Tpolsléme partie. 

Développements des fonctions abéliennes en series 

trigonométriques. 



Pour montrer, par un exeinple simple, coniment les intégrales de 
fonctions k multiplicateurs s^introduisent dans le probléme du développe- 
ment des fonctions abéliennes en series trigonométriques, nous traiterons 
d'abord un exemple relatif anji fonctions ellipticjyes qui fera bien saisir 
Tesprit de la méthode. 

Considérons le relation algébrique 




ou nous supposons k réel et plus petit que Vunité. La surface de Riemann 
correspondant^ possede deux feuillets et quatre points de ramifioation 

+ I , — I , + 7 , — 7 situés, sur Taxe des quantités reelles Ox. On passé 
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d'un des feuillets a Tautre en traversant Tune ou Tautre des lignes de 
passage {Obergangslinien) 

+ I , P, F, — i; +i, Q, q, -i. 

On transformera cette surface de Riemann en une surface 2?^^ simple- 
ment connexe a Taide des coupures a et é, eomme le inontre la figure. 
Le point de croisement des deux coupures est ä rorigine O qui appartient 
au bord droit de la coupure a et au bord gauche de la coupure b. 
Enfin nqus supposerons que, dans le feuillet supérieur, la valeur de s 
est positive pour z = o. 

L^intégrale elliptique de preiniére espéce 



w 



.v rdz I* dz 

^^J -J T -J v/(i-0(i-fc'^ 



est uniforme sur la surface de Riemann B„f, figurée ä la page précédente. 
Le long de la coupure a, on a 

w{Å) — w{p) = 4K 

et le long de la coupure 6 

w{Å) — w{p) = 2iK\ 

K et K' ayant la signification que leur donne Jacobi et les lettres X^p 
désignant comme toujours deux points situés en face Tun de l'autre sur 
les deux bords d'une coupure, A sur le bord gauche et p sur le bord 
droit. En efifet, si Ton désigne par o , a , y9 , ^ les sommets des quatre 
angles formés par les bords des coupures a et b en leur point de croise- 
ment, la valeur constante de la différence w{X) — w'(/>) le long de la 
coupure a est égale en particulier ä w{y) — w;(o), c'est a dire a Tinté- 
grale w{z) prise le long du bord gauche de la coupure b depuis le point 
o jusqu'au point ^, ce qui donne bien 4Ä*; de raéme la valeur constante 
de iv{X) — w;(/)) le long de la coupure b est égale en particulier ä 

w{o) — w{a) = — [w{ay — ^'(o)] 
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et la quantité entré crochets est Tintégrale prise de O en a sur le contour 
L qui contourne les deux points + ^ et + t dans le sens positif, inte- 

grale égale ä — 2iK\ 

En vue de ce qui suit, calculons les valeurs de Tintégrale w{z) aux 
points a Tinfini dans les deux feuillets que nous désignerons par/^ ety^, 
le point j^ étant ä Tinfini dans le feuillet supérieur et j\ dans le feuillet 
inférieur. Pour cela reinarquons que le long de Taxe Ox des quantités 
reelles on a, pour 5, la suite des ^aleurs suivantes: 

feuillet supérieur: 

entré o et + i, 5 > o, 

entré i et + t , t < o, 

k % 

entré t et + oo, s > o; 



feuillet inférieur: 



entré o et + ^ > s < o, 



entré i et + 7 , t > o, 

kl 



entré r et + 00, s < o. 
k 



Les raisonnements qui conduisent ä ces signes sont bien counus: ils sont 
détaillés plus loin a Toccasion d'une question analogue, a la page 88. 
D'aprés cela Ton a pour Tintégrale w[z) les valeurs suivantes aux 

points + I et + 7 : 

v 

car, pour aller le long de Taxe des x de Torigine au point 7 , il faut a 
partir du point + i suivre Taxe dans le feuillet inférieur de fa9on a 
passer sous la coupure 6. Si inaintenant a partir du point + 7 on 
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s'éloigne a Tinfini le long de Taxe Oxj on aara si Ton s'éloigne dane le 
feuillet isupérieur 



w 



('•' = KO +/t - 



8 étant pris positivement, et si on s^éloigne dans le feuillet inférieur 



w 



u,) = 4 +h 



s étant négatif. Or on a 



+ v^(i~0(i-^-V) 



les forirfules précédentes donneront donc 

w{j,) - 2K— iK\ w{j\) = - iK. 
Ces préliminaires étant poses, faisons 



u = w(z) = I ,. ■ , , 



d'ou par Fin version . 

z — snw, 

la fonction snu admettant les deux périodes ^K et 2iK. Lorsque u 
varie par valeurs reelles de o a 4K, la variable z décrit sur la surface 
Bab de Riemann uft chemin C composé de la portion o , + i de Taxe 
des quanljités reelles Ox dans le feuillet supérieur, de la portion +1, — i 
de ce méme axe dans le feuillet inférieur, enfin de la portion — 1,0 
de ce méme axe dans le feuillet supérieur. La fonction périodique ^nu 
est donc pour ces valeurs de u développable en une serie de Fourier de 
la fonné 

;8f = Sn M = ^ Pr,^ 
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avec 



4 A' 



P' = ^kJ'' 



vieui 



iK 



dUy 



rintégration étant faite par un chemin réel ou un chemin infiniment 
voisin. Pour évaluer cette intégrale défiiiie, faisons-y le changement de 
variable 



j dz 

dti =^ — \ 
s 



nous aurons 
(34) 



P. 



uj 



C/ 

8 



> 



Tindice C rappelant que la variable z doit parcourir, sur la surface de 
Ricmann ii^^, le chemin appelé C et défini ä la page précédente, ou un 
chemin infiniment voisin comme celui que nous figurons ici et qui va, 
du point O au point ^, apres avoir contourné les deux points + i , — i 
en 8'écartant infiniment peu de Taxe Ox. 




Dans rintégrale (34) qui donne jp^, la fonction sous le signe d*inté- 
gration 

""sä 






0{z) = - e 



est une fonction ä multiplicateurs, réguliére sur la surface de Riemann Ä^j. 
Comme Tintégrale w{a) admet le long des coupures a et i les modules 
de périodicité 4^" et 2iiP, la fonction 0{z) admet le long de ces mémes 
coupures les multiplicateurs 



mj = I, 



w. 



r% 
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c'e8t ä dire que cette fonction vérifie les relations: 

le long de la coupure a, 0{å) = 0{p), 
le long de la coupure 6, ^(A) = j~*'0(yo), 

en faisant, conime il est d'usage, 

q = e ^. 



Cette fonction ä multiplicateurs 0{z) rentre dans le cas special 
examiné ä la page 14, car ses multiplicateurs sont ceux de Texponen- 
tiel le 



VTTi 



L'intégrale 



(^)-/v^'""-/^(^)'^^ 



o 



est donc une intégrale de fonction a multiplicateurs. Cest une intégrale 
de troisiéme espéce admettant pour points critiques logarithmiques les 
deux points j\ et j\ situés a Tinfini dans les deux feuillets. En efifet, 
dans le voisinage du point y^, c'est ä dire pour des valeurs de z apparte- 
nant au feuillet supérieur et dont le module surpasse un nombre sufiFi- 
samment grand, on a 

8 kz^ Z'^ Z'^ '"' 



^^'''''^e'^^'^''+^ + ^-\+.... 



Z 

Comme 



w{j^) = 2K—iK[, 

ainsi que nous l'avons montré, on a, en multipliant les développements 
ci-dessus, 



vni 



.„ = £.-i.-=(=2)V + Ui + .... 
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Donc l'intégmle 



Si{2) =f<P{2)ch 



o 



devient au point / infinie comme 



(- ^Yq 



V/>*2 



log^. 



On verra de méme que, dans le voisinage du point /,, on a 



0{z) = 



kz^ z'^ z*^ ''" 



et que Tintégrale aj{z) devient au point j\ infinie comme 



-r-lo^z. 

k ^ 



Nous pourrons appliquer ä cette intégrale a){z) ce que nous avons dit 
aux pages 53 et sui vantes: il sulBfira de supposer les points critiques lo- 
garithmiques z^ et z^ placés a Tinfini aux points j\ et j\. 

L'intégrale B{z) n'est pas uniforme sur la surface de Riemann R„t,: 



(V 



1 1 * 

1 1 t 


~\v^ 


Fift 


11 ^ 


vv 


iCj. 


Jl 


VV 


■ 1 

■ 1 




^^^fc 


1 1 




v,^^ 






^*^ 










!L.... 


■ ---y---. 


1 1 
.•.•1 • 



■j-x 



elle est uniforme sur la surface RaMm q^^ i'on obtient en entourant les 
deux points j^ et j\ d'un lacet Z + m, commen9ant et finissant au point 
de croiseraent des coupures a et 6. Ce lacet est représenté dans la 
figure schématiqm ci-dessus oii les points ä Tinfini j^ et j\ sont repré- 
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sentés comme s^ils étaient ä distance finie, Tun j^ dans le feuiUet super 
rieur, Tautre y^ dans le feuillet inférieur. Appelons 

a, a, 2, 91t 



• r 



les modules de périodicité de Tintégrale 



O) 



(^) 



-I 



J VTTi 

ZCtZ — -^»"U) 

— e ^ 

s 



o 



c' est a dire, supposons que l'on alt 

le long de la coupure a 

le long de la coupure b 

le long de la coupure I 

le long de la coupure m 



e5(A) 



g-''G>{p) 
<ä{p) 

t5{p) 



a, 

Sky . 
91c, 



car les multiplicateurs sont 
79) est 



I et g 



La formule qui donne p^ (pagc 



' C- 



vjH. 



AK 1 s ^ 



Tintégrale étant prise le long du contour C qui va du point O äu point 
Y apres avoir entouré les deux points + i et — i en s'écartant infini- 
inent peu de Taxe Oa;; on a donc ; 



(35) 



a 



/>. = ^[®(r) - s(o)] = ^^ 



Ainsi le calcul de jp^ se raméne au calcul du module 
de périodicité <Sl. Or ce module est facile a calculer 
par les relations générales que nous avons établies 
et que nous allons reprendre pour le cas particulier 
actuel.- Figurons les coupures Z et w raccordées par 
deux circonférences infiniment petites a^ et-ör^^ntou- 
.rant l-es point3 j^ et j^. On a, pour le module de périodicité le long de 7: 

's 2= ©(A) — fi>(/>)- 
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Ce module £ est donc Tintégrale G){z) priae sur la circonférence a^ dans 
le sens de la fléche: or, dans le voisinage du pointyj, on a (page 8i) 

» ■ . ' ■ ■ • ' 

v 

donc rintégrale 

a}{0) =j0{z)dz 

prise sur la petite cireonférence a^ dans le sens de la fléche est 



v 

27n 2 



On trouve ainsi 



-X* 



2 = -?/. 



La figure donne aussi 
d'oii en retranchant 

m - £ ^ m{e) - (ö{s) -\- [5>{73) - m{x)l 

ce qui montre que 9Tt — £ est Tintégrale a){z) prise dans le sens de la 
fléche sur la cireonférence a^ entourarit le point j\^. Comme, dans le 
• voisinage de j^, on a (page 8o) 

rintégrale 

®(^) ^J(l>{z)dz 

prise sur la cireonférence a^ dans le sens de la fléche est 

911 — £ = (— i)"^/. 
On aura donc, d'aprés la valeur que nous venons de trouver pour £: 



/ 
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Il va de soi que, comme les points j^ et j^ sont a Tinfini, la petite 
circonférence ö-^ entourant le point j^ est en réalité une circonférence 
tres grande de centre O située dans le feuillet inférieur et parcourue de 
p jusqu*en X dans le sens positif autour de O; il en est de méme pour a^. 
Le point de croisement des coupures a , b , m donne la relation 



ou 



a(i — mj — a(i — wj — m^n^?)Vi == 



o 



m, = I, 



Wj = q 



— v 




Cest ce qui résulte de la relation générale de la page 56; en voici 
d'ailleurs la demonstration. On a, d*aprés la definition méme des mo- 
dules de périodicité, les relations suivantes 



s>(r) 




s(o) + a, 


aJ(r) = 


? 


•'®(^) + ^, 


5>(/5)=- 




öj(o) + a, 


ö>(a) 




(ö{S) + 9TL, 


S(o)- 


g" 


-'©(«) + ^- 



Multipliant ces relations respectiveinent par + i , 
et ajoutant, on a la relation cherchée 



— I ,—<r,r\ + I 



d(l — q-') + m^q-" = o, 



d'ou 



d. = — 



, — v 



I -q- 



m., 



Sur les iotégrales de foDOtions k multiplicateurs. 85 

cest ä dire, d*apré8 la valeur trouvée pour 9lt 



a = 



27zi q 



= lf-J: [l _(_ iVl 



Enfin comme le coefficient p^ est egal a 

a 

on a 

Tvi I — (— I) 



2Kk 



q^-q 2 



Ce coefficient est nul quand v est pair, et quand u est impair, 

v = 2W + * > 
il a pour valeur 

Tti I 

P. = 



q ^-q ^ 



On a donc pour le développement cherché 

V=+00 VKUi 



y ar — V> 



VKUi 


KkZ^ +:- - 


v 




w=-oo q ^ — q 


'i 



)f ne prenant que des valeurs impaires 2n -{- i. En réunissant les termes 
qui correspondent a des valeurs de v égales et de signes contraires, on 
obtient enfin 



27: Ja v^ ö" . (2n + l);m 
2f = _:^ > ^ Sin- — 



Sid 



Kk ^-^ \— ö2»+i 2K 

11=0 •* 



ce qui est le développement bien connu que Jacobi a donné pour sin am u. 
Il nous parait remarquable que Ton puisse ainsi obtenir ce développe- 
ment sans se servir des fonctions O ni de la théorie des fonctions elliptiques. 
La méthode que nous venons de suivre donnerait, de méme, les dé- 
veloppements en series trigonométriques de toute fonction de u exprimée 
par une fonction rationnelle 'Ris ^ z) de s et z^ c*est a dire de toute 
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fonction elliptique. Le calcul de^ coeflFicieiits se rainénera aii cälcul des 
modules de périodicité des intégrates de fonctions ä multiplicateurs de la 
forine spéciale 

Ces modules se calculeront par les méthodes générales que nous avons 
données dans la deuxiéme partie. 

Plus généralement on pourrait, en suivant la méme voie, calculer 
les coefficients du développenient en serie trigonométrique d'une fonction 
doublement périodique de seconde espéce admettant la période ^K et se 
reproduisant, multipliée par un facteur coilstant arbitraire, quand la va- 
riable u augmente de 2iK\ 

Mais nous laissons de coté ce cas particulier, ou jp = i, qui ne 
pourrait nous donner que des développernents plus faciles a obtenir par 
d'autres méthodes, et nous entrons dans un ordre de recherches entiére- 
ment nouveau, en abordant les problémes analogues pour les intégrales 
uUraelliptiques [p = 2) et les fonctions abéliennes de deux variables qui 
naissent de leur inversion. 



Intégrales ultraélliptiques et fonctions abéliennes de genre 2. 

Employons les notations de Rosenhäin dans son Mémoire couronné 
(Mémoires présentés par divers savants ä TAcadémie des sci- 
ences^ de Paris, Torne ^11, 1851, page 361), et considérons Téquation 

algébrique 

•- ' ■ s^ ==z{i—z){i —k'z){i—X'z){i —fx'z) 



'" « 



ou en abrégeant 

s^ == (zkÅ/x), 

La surface de Riemann corpespondante posséde deux feuillets et six points 

de ramification 

' ■ • L i 1 

Figurons ces points en supposant les quantités k , A , /i reelles positiven et 
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de plua figurens le point a Tinfini comrne s\l était a distance firiie sur 
la partie negative de Taxe des quantités reelles. Il y aura trofs lignes 




fc r^' >-' 



1 



de passage d'un feuillet a Tautre {jDbergangslinien d^aprés C. Neumann), 
a savoir les lignes 



i 



Nous conviendrons de prendre la valeur positive de 



S = yJ{zkÅfi) 

en tous les points du feuillet super ieur situés sur Vaxe des quantités reelles 
Ox entré o et i. Alors les valeurs de s aux différents points de Taxe 
Ox des quantités reelles sont de la forme suivante: 



Feuillet supérieur. 
2- réel. 



o <^ < I 



t < f< p 



I i 



, . . 5>0, 



. . • T < O, 



. . ^ < O, 



I I s 

A fr t 



I . 

-i< Z < -{-QO . . . .9 < O, 



— QO < Z <0 



8 
... T > O, 
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Feuillet inférieur. 
z réel. 



o<z <i 



1<Z<^, 



I 

k 



i<.<J, 



I I 

Å fl 

i 
-i< z < +00 



— oo<z<o 



. . 5 < o, 



. . T > O, 
t 



. . 5 > O, 



8 
. . T<0, 

% 



. . 5 > O, 



. . T < O. 
l 



Les valeurs de ce tableau résultent de la proposition éléraentaire suivante, 
Soit un point a sur Ox et (t une détermination du radical yjz — a en un 
point s infiniment voisin de a situé a gauche de a; si la variable z 
décrit autour de a comme centre, avec ae comme rayon, un demi-cercle 
situé au dessus de Ox , eCe', la valeur a du radical yj» — « au point e' 
sera 

(t' = — i(T. 



En effet sur le cercle on a 



z — a = re^\ 



,2 



Supposons qu'au point e on prenne /? = ;r, alors 



Ö\ 



e a £' 



-o& 



ni 



O = yjre^ = iyjr; 

quand z décrit le demi-cercle eCe' , décrolt de ;r a o, et le radical 
y/z — a prend en e' la valeur 

O^ = y/r. 

On a donc, comme nous Tavons annoncé, 



(T = t(T. 



Si, au lieu de décrire de e en e' un demi-cercle au desms de Oxj la 
variable z décrivait un demi-cercle au dessous de öa?, la valeur de yjz — a 
au point e' serait -^ ia. 
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Il auffira d.'appliquer ce resultat sucoeenveinentä-chacun des pointe 
de ramlfication o , ' > ti . ji > ~i pour avoir les valeurs de s en toua les points 
de OXf telles qu'elleB sont itfdiquées dana le tableau déa pages précédentes. 
Surface de Riemann R^t^- Pour rendre la surface de Riemann con- 
gidérée simplement connexe, il faudra tracer deux coupures a, et a,, deux 
coupure8 i, et i,, enfin une coupure c,. Figurons ces coupurea avec la- 
dispoaitioD que noua sommes convenus d'adopter (page 31). 



ä 


^ 


■— — ~^^^- 


— — .i=.2l 


--■ 








"' ^\ i 


i 
», 




4 




i 


t 


1 


S ^1 






. .."irr. 







La coupure i, entoure les jminta -ri > t? et se trouvc sur le feuillet 

supérieiir;' la coupure b^ en^ouré lés points 0,1 et se trouve aur le 
feuillet BupérieuT. Les coupures a, et u, Bont en partie sur un feuillet, 
en partia sur r.autre: les portion^ de ces cqupures aituées sur le feuillet 
inférieur aont ponctttées. Enfin la coupure c, va du point de croisenjent 
des coupures a, , d, ä celui des coupurea a, , b^. 

Appelona F(^) et W{e) lea intégralea abéliennes normales de pre- 
miére espécc correspondant ä la relation algébrique 

Ces iiitégrales sont, . en adoptant les notationa de Rosemhain (Meinnrc 
couronné loc. cit pages 432 — 435) 



F(.) = I 



WW = 



/•fl'- 



-J 
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By C j Rj c désignant deg constantes définies par 1^ équatiops 



(36) 



tn 



1 1 

/dz ^ Czdz 



■/ 



O f'^ 



X* 



X* 






Ä« 



iC^^cf'-^ 



f 



c f'-^; 






oit les integrations aont faites le long de Taxe des quantités reelles et 
oii s est pris positivement. 

Ces relations montrent que B et C sont des quantités purement ima- 
ginaires positives, c'est a dire des quantités de la forme 

P étant réel positif. En effet la troisiéme de ces relations écrite gous 
la forme 



Ä« 



=/ 



B — C« 



dz 






raontre que {B — Cz) s'annule pour une valeur reelle de ;e? comprise entré 

Ti Bt -r^: donc le rapport -^ est réel et supérieur ä i. La premiére relä* 

tion (36) montre alors immédiatement que j? et C sont de la forme iP^ 
la quantité P étatit reelle positive. 
De méme 1'équation 



f- 



g 



dz 



R 



montre que le rapport -^ est réel positif et moindre que i , et alors l'équation 



X* 
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montre que R et C 8ont purement imaginaires négaiifa c est a dire de 
Ift forme 

-iP, 

P étant réel et positif. 

Les valeurs de ces quatre constantes B j C j B' j C soiit d*ailleur8 
doDnées par Rosenhain (loc. cit. page 433). 

On a de plus les quatre équatious 



(37) 



i logi> = j 



B—Cz 



8 



dZj 



-I 



B^Cz 



dZy 






A 



Q 



zlogq 



CB" - Cg 



dz 



k* 



avec T<o. (Rosenhain, Mémoire couronné, loc. cit. page 435.) Ces in- 

tjågrations sont encore faites le long de Taxe Ox des quantités reelles, $ 
est alors purement imaginaire et son signe est fixé comme il suit. 

Dans la premiére intégrale qui est égale a -logp^ la quantité 

{B — Cz) est purement imaginaire positive d'aprés ce qui précéde; comme 
la valeur de Tintégrale est negative^ puisque p est réel positif et moindre 

que Tunitéy il faut prendre pour 8 une valeur imaginaire telle que t soit 

négatif. Dans la derniére intégrale qui est égale a -log 9^, la quantité 

Bf — Gz est purement imaginaire positive; comme la valeur de Tinté- 
grale est negative puisque q esf réel positif et moindre que Vunité, il 

faut aussi prendre dans cette intégrale t négatif. Enfin, dans les deux 

intégrales qui doanent A, les numératears 



B — Cs, B — Oz 
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restent- purement imaginaires négatifs; nous prendrooe, dans Tune et 
Tautre, le signe de s de fa^on que ^ soit négatif; alors A sera positif. 
En resumé dans les quatre intégrales (37) de la page précédente, 
nous prenons - négatif. " 



Modules de péHodictté des intéffrtUes normales. 

Les deux intégrales 



F(») 



=/^-' 



WW = 



-1^ 



Bont uniformes sur la. surface de Riemann ^.^^ figurée äila page 89. 
Leurs modules de périAdicité lö long de la coupure c,- sont nuls, d'apre8 
une propriété générale des intégrales abéliennes. (Voyez fJ. Neumahn, 
loc. cit. p. 216.) Calculons les modules de périodicité de ces intégrales 
le long des coupures a, , a, , 6, , i,. 

Prenons d'abord Tinfégrale F(j). Le module de périodicité de F(ä) 
le loDg de la coupure a^ est la dififérence V{Å) — ^ F'(/>) constante tout 




le long de a^; ce module est donc en particulier V(^) — V(.a), a et ^ 
étant les polnts ou 1'axe Ox rencontre les bords de la coupure a^. Or 
cette différence 

F(^)-F(,) 
est rintégrale 



/^- 
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prise du point a ju8qu'au point y9 sur un contour entourant les deux poiuts 
Ti j Ti9 comme celui que nous avons figuré; et cette intégrale est égale ^ 



1 

• 



2l'^^=^r^^ 



■■■ 



prise le long de Taxe Ox sur le feuillet supérieur. Mais cette derniére 
intégrale est nvXley en vertu des équatioiis (36) de la poge 90. Donc le 
module de périodicité de V\z) le long de a^ est nul. 

»Le long de a, le module de périodicité de V{z) est de inéme 
F(<?) — y{x\ r ®* ^ étant les points oii Taxe Ox rencontre les bords de 
la coupure a^. Il est donc egal a Tintégrale 



1 



2l'^dz 



prise le long de Taxe Ox dans le feuillet supérieur {s > o), c'est ä dire a Tri. 
Pour rintégrale 



wiz) = _A«'-^')'fe 



le module de périodicité le long de a, est W{fi) — W{a) c'cst a dtre 
rintégrale 



/^ 



dz 



t* 



prise le long de Taxe Ox dans le feuillet supérieur {$ < o) (d^aprés le 
tableau de la pag^ 87); ce module est donc ;ri, car Tintégrale 



rR — cz 



dz 

8 
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o\i s est positif est jégale a — . EnfiQ le module de periodicité de W{z) 

le long de a, est nul. 

Passons maintenant aux coupures h^ et h^. Le long de b^ le module 
de periodicité de V{z) est egal ä 

F(«) - F(e) 



C est ä dire a Tintégrale 



/ 



az 



8 



prise depuis le point e jusqu'au point a sur le contour eTPa qui entourc 



I I 



les deux points de ramification t? > i • 

Cette intégrale se réduit ä son tour ä 






dZy 






rintégration étant faite le long de Faxe 0^ des quantités reelles sur lo 
feuillet supérieur, c^est a dire t étant pris positivemetit (tableau de la 

v 

page 87). Or on a 



A= \^^^dz 



i- 



\ 



avec -. négatif: donc le module de periodicité de V[z) le long de b^ est 

— 2A. 

Le module de periodicité de W{z) le long de la coupure b^ est egal 
ä rintégrale 



rB' — C ; 



dz 
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. prise sur. le méme contour sTFaj o^est a dire ä 



— Cz 



--• 



dz 



rintégration étant faite le long de Taxe des quantités réoUes dans le 
feuillet supéneur (t > oj. Comme on a (page 91) 






Ä« 



le module cherché est logg. 

Il nous reste ä calculer les modules de périodicité de V{z) et W{z) 
le long de la coupure b^. Le module de périodicité de V{z) est egal a 
la différence V{d) — ^(ly), c est k dire k Tintégrale 



/^ 



-^irf. 



prise sur le contour rjS^d qui entoure ks deux points de ramification o 
et — 00/ Cette intégrale se réduit, comme il est bien connu, a 



/^^ 



prise dans le feuillet supérieur le long de Taxe des quantités reelles 
(-7 > oj. Or on a (page 91) ' 



/ 



t 
B — C» , I 



dz^\\ogf, <oy 



le module de périodicité cherché est donc \ogp. 
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De méme le module de périodicita de TF(jer) le long de b^ est 



— 00 



- 2 j —j-dz.. (. > o) 



c'e8t a dire (page 91) — 2 A. 

En resumé les modules de périodicité des intégrales V{z) et W{^\ 
sont doDDés par le tableau suivant 



• 


Sur la coupure 


Sur la coupure 

a. 


Sur la coupure 

• 


Sur la oonpure 


V{z) 





7d 


2A 


logi» 


W{z) 


7d 





log? 


• '2A ■ 



■ • • • • 

Il importe, en vue de ce qui suit, de calculer les valeurs des inté- 



grales 



F(^) =/^ 



dZy 






dz 



aux poihts de ramiiication 00 et p> 

Calculons d^abord F(oo) et W{oo). Pour aller du point 6 a Tinfini 
sans traverser une coupure; il suffit de suivre Taxe des quantités reelles 

negatives dans le feuillet inférieur (t < oV On aura donc 



— 00 



VM =f^dz, W{co) = -J^^dz, 



l'intégration étant faite le long de Taxe des quantités reelles et t étant 
pris néffativetnent On a donc, d*aprés les formules (37) de la page 91 

V{oo) = :-\logp, W{oo) = A. 
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Nous avons de méme Vl-r^j et Wl-rij en allant du point O au point 

Ti le long de Taxe des quantltés reelles Ox dans le feuillet inférieur, de 
fa9on a passer sous les coupures. Donc 



(^)= f-^ä. ^fi^,u. 



k^ 



o I 

les integrations étant faites sur Taxe Ox et s étant pris négativement 
entré o et i, t positivement entré i et 77. Dans ces conditions on a 

% fe 

J ' • 2 J 8 

o o 

Puis, d'aprés des formnles dues a Jacobi et reproduites par Rosenhain 
(Mémoire couronné, loe. cit. page 381, formules 29), on a 



k* 



J —7-^' =J —7-^' + j — i— ^"' 



■oo I 



j^^dz -j^^äz +f^^ 



dz 



8 



ou on prendra partout t > o. Donc, en vertu des équations (37) de la 
page 91 dans lesquels t est négatif, on aura actuellement: 

Aeta mathemmttea. 18. Imprlmé 1« 18 aofit 1890. 13* 
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I 



dz = logp — A^ 



8 2 



*« 



/ 



az = — A logj. 



8 2 

1 
Par conséquerit 

.Ki^) = -J->SP-^, W{^) = A + '-log,. 

Cela pose le§ équations diflférentielles de Jacobi sont les suivantes 
(d^aprés Rosenuain, loc. cit. page 432) 

dv = dV{z,) + dr{z,), 

dw = dW{z^) + dW{z^) 
ou 

dv = -dz^ H -dz^, 



«i • «, • 



dw — — dz. dz^y 



«i ' ^ 



en faisant, pour abréger, 



5, = yJ{z^kÅ/i)y s^ = yJ{z^kÅfi). 

Dans ces équations on remarquera que le second membre de la seconde 
a un signe contraire au signe du second membre de la seconde équation 
de Rosenhain: ce petit changement nous est imposé par la disposition 
des coupures et le choix des intégrales normales V{z) et W{z) qui en 
résulte. La variable que nous appelons w est donc égale a celle que 
Rosenhain appelle w changée de signe. Nous n'eri pourrons pas moins 
appliquer toutes les formules de Rosenhain a condition d'y changer partout 
le signe de A. Ainsi nous écrirons la fonction f>B,t{v y w)j (voyez Rosen- 
hain, Mémoire couronné, page 388) 



ffl"*— 00 f|^-^«0 
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en mettant — 4mnA au lieu de pnnA; et de mérne pour les autres 
fonctions ^^ ,. En effet, changer le signe de A revient ä changer le signe 
de Wj comme oii le voit en changeant n en — n. 

Intégrons niaintenant les équations difFérentielles de Jacobi éerites 
a la page précédente, et prenons pour valeur initiale de 0^ la valeur o 

et pour valeur initiale de ^j la valeur j-^; nous aurons, puisque 

F(o) = W{o) = o, 






(38) 



I 



L'inversion de ces équations denne, d'aprés Rosenhain (Ménioire couronné, 
page 422), 

fp] o(v , W) , . 

fcoCW . to) 



(39) 



. yl. ("> ">) _ ¥ (. _ J.7 Yl _ ^*^.^ 



GU nous n'écrivon8 que la preniiére et la troisiéme formule de Rosenhain. 
Les fonctions 

8'annulent pour 

v = w = Oy (Rosenhain, loc. cit. p. 416) 

de sorte qu'alors on a 

I 

z^ = 0, ^1 ^ Ä« ' 

ce qui est bien d'accord avec la fa^on dont nous avons fixé les valeurs 
initiales de z^ et z^ en écrivant les équations (38). 

Reprenons la surface de Riemann de la page 92 et appelons, comme 
plus haut, olj^jTjÖ les points oxx Taxe Ox des quantités reelles ren- 
contre les bords des coupures a^ et a^. Si Ton suppose z^ = y y z^ = a? 



leg variables v et w preiinent des valeurs v, et mj,, données par les équa- 
tioHB 

o, = r{r) + n«) - »'(p). «-. = nr) + »»'(«) - ^{r^- 

Supposons ensuite que z, parte de ;•, décrive la portion j-i de Taxe Ox 
duns le feuillet supérieur, la portion i , o du méme axe dans le feuillet 




inférieur, et enfin la portion o^ du méme axe dans le feuUlet supérieur; 
supposons en méme tetnps que z, parte de a, décrive la portion a^ de 

Taxe Ox dans le feuillet supérieur, la portion t^ , ti du méme axe dans 
le feuillet inférieur, et enfin la portion p^ du méme axe dans le feuillet 
supérieur, Alors les variables v et w définies par les équations de Ja- 

COBI 

v - VM + r{z,) - r(i), 
» = WM + W(z,) - »r(p) ■ 

partent des valeurs v^ et w^ qui sont purement imaffinaires ^c'est ä dire 
sans pariie reelle) et varient par une suite continue de valeurs purement 
imaginaires de t?„ et w^ ä u, + iV et m)„ + 'Jr- Cela résulte immédiate- 
ment de ce que, sur Taxe des quantités reelles, dans Tun et Tautre 
feuillet, les intégralea 
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V{z,) 






'B — Cz 



- (^z, , 



«i 



no-K(j-,) = /^*„ 



1 

T* 



W{z,) 






^(^^)-n^h-f^/^<^^. 



1^ 



O < ^_ < I , 






sont purement imaginaires, (pages 90 et suivantes) et de ce que Ton a 



V{^) - F(a) = o, 
W{p) — Tr(a) = ni, 



y{S)- V{r) = 7ri, 

W{å) — w{r) = o. 



Inversement, comme, par rinversion, z^z^ et z^ + ^2 deviennent des fonc- 
tions uniformes de v et ti;, lorsque t; et ic; varient par valeurs pure- 
ment iinaginaires de v^ et w^ ä t;^^ + tti , m;^, + Tri, les points z^ et z^ 
restent sur Faxe Ox des quantités réelleö et décrivent: le point z^ un 
chemin £,*foriné de la droite j-i dans le feuillet supérieur, de la droite 
I , o dans le feuillet inférieur, enfin de la droite od dana le feuillet 

supérieur, et le point z^ un chemin L^ formé de la droite a^^ dans le 



I I 



feuillet supérieur, de la droite -rj ri dans le feuillet inférieur, enfin de la 

droite rs/? dans le feuillet supérieur. Nous avons, dans la figure de la 

page précédente, représenté ces chemins L^ et X, par des contours 
fermés voisins de Taxe des quantités reelles: d'aprés ce que nous venons 
de dire, ces contours doivent étre supposés infiniment voisins de cet axe. 
La fonction abélienne 






H/JLZ^Z^ 
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admet par rapport ä chacune des variables la période tti et reste finie 
quand t; et m; partent des valeurs puremeiit imaginaires v^ et w^ et va- 
rient par valeurs purement imaginaires de v^ et w^ ä 1;^+^ etu;Q+^' 
On a donc, par la serie de Fourier, 



(40) 






— 2mi? — 2fnp 



m» — 30 fl = — 00 



m et n étant des entiers qui prennent toutes les valeurs de — co a + co 
et P^ „ un coefficient indépendant de v et w. 

Ce développeinent est valable pour toutes les valeurs purement ima- 
ginaires de v et w\ il aura cncore lieu pour des valeurs de v et «<; suflfi- 
samment voisines de valeurs purement imaginaires. En d'autres termes, 

si Ton fait 

v = v' -^^ iv'j w = w' + iw" 

et si Ton représente les variables imaginaires v et u; sur deux plans 
v'Ov" et w'Ow"j le développement sera valable pour les valeurs de v 




situées dans une bände paralléle a Taxe Ov" et les valeurs de w situées 
dans une bände paralléle a Taxe Ow". Ces deux bändes sont ombrées 
sor la figure. 

Le coefficient P„ ,, est donné par Tintégrale double 



i>0+ ni IC0+ 7ti 



(41) 



-* m.« 



_1 Cdv f"^^^ 



w) 



^-'•'+«-rfW, 



v* 



rintégration étant étendue a des valeurs purement imaginaires de t; et 11; , 
de sorte qu'il suffirait de poser 



t; = v, + iv'\ 



w 



u>^ + iw" 



pour avoir une intégrale double étendue a des valeurs reelles v" et w". 
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Le calcul de cette intégrale double se raméne au calcul des modules 
de^ériodicité d^intégrales de fonctions a multiplicateurs. Pour le montrer, 
faisons-y le changement de variables défini par les équations de Jacobi* 

v= r(..)+ F(.,)-7(i,), 

en prenant pour nouvelles variables z^ et z^. Comme nous Tavons expliqué 
en détaily pour faire varier v et w par valeurs purement imaginaires de v^ 
et w^ ä v^ + i^ öt ^0 + i^Ty il suffit de faire varier z^ par valeurs reelles 
de ^^ a I dans le feuillet supérieur (voyez la figure de la page loo), 
puis de I a o dans le feuillet inférieur, puis de o a (? dans le feuillet 

supérieur, et de faire varier z^ par valeurs reelles de a a tj dans le 
feuillet supérieur, puis de t^ a ^i dans le feuillet inférieur, enfin de 

Ti ä j(9 dans le feuillet supérieur. Ainsi que nous en sommes convenus, 

nous dirons, pour designer d'une maniére abrégée ces successions de va- 
leura reelles de z^ et ^,, que les variables z^ et z^ décrivent les contöurs 
ij et L^: 

Nous devrons alors, en appliquant les régles élémentaires du change- 
ment de variables reelles dans une intégral§ double, remplacer 



dvdw 



par 



Or les équations 



v = Fu.) + F(.J- F(1): 



* voir page 99. 
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donnent, puisque 



VU) =/ 



B — Czj -an \ C^ - 



O 



dv B — Cz^ du 



a«, », 


9^. 


dw B' C'z, 


dW 


dz, «, 


Sz, 



d'ou 



dz^ dZ^ dz^dz^ ^ ^ .-»jF, 



J 


' « 







5- 


-C. 




7 

«. 


B' 


-C.. 




7 


,!v 


»1 



Nous devrons donc faire, dans Tiritégrale double, 



dvdw = {BC — CBY- — ^-^dz.dz,. 



Comme dv et dw sont purement imaginaires positifs, le produit dvdw est 
réel négatif; dans le second inembre, le facteur {BC — CB') est réel po- 
sitif d'apré8 les valeurs de 5, (7, B', C, la différence z^ — z^ est negative 

puisque z^ est réel et compris entré o et i, z^ réel et compris entré Ti 

et -rj , enfin — ^ et — ^ sont tous deux positifs d^aprés la suite des valeurs 

que prennent Zj^ et z^ dans les deux feuillets, 5, étant pris positivement 
quand z^ croit et négati^ement quand z^ décrolt,et de raéme 5, a Tégard 
de z^. Comme on a de plus * 

rintégrale (41) qui donne le coeflFicient P„ ,, devient, apres le changement 
de variables, 

(42) * P == ^g~^"* v*^)"^"'^^*^/ \ Mi^«(^« ~ ^i) gt?mfru.)-i-r(»,>n.'Miy(r,)+if(r,)i^^ ^^ ^ 

la lettre A désignant le facteur constant 

IS. = ^-^ {BC — CB') 
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et les indices L^ et L^ rappelant que les variables reelles ^j et z^ doivent 
décrire sur la surface de Riemann les chemins définis plus haut et appelés 
L^ et Zf,. Il se présente une petite di£Ficulté ä propos de cette träns* 
formation, c'est que les elements des deux intégrales se correspondent 
bien deux ä deux, mais les elements appart^nant ä la limite de Tune 
n'appartiennent pas a la limite de Fautre. Pour montrer la légitimité 
de la transformation, nous allons vérifier que la nouvelle intégrale (42) 
est bien équivalente a la premiére (41). Si Ton pose: 



z^ = Täcos^tij + Tisin^w, , s^ = sinWj cosWj A,i^,, 



z^ = sm^w,, 



5j = sinWj cosWj AjWj, 



011 Ajtij et A^Wj sont des quantités qui restent reelles et positives pour 
toutes les valeurs reelles de u^ et w^, on fera décrire ä z^ le chemin L^ 
et a 0^ le chemin L^ en faisant varier Wj et w, de o ä ;r par valeurs 
reelles. LMntégrale double (42) deviendra ainsi une intégrale double 
étendue aux valeurs reelles de Mj et w, telles que 

o < Wj < TT, ^ ^^2 ^^' 

D'autre part, posons comme précédemment 

v = Vq + v"iy te; = u;^ + w;"e, 

v" et w" étant réels, et désignons par P un point ayant pour coordonnées 
v" et w" par rapport a deux-axes rectangulaires O" v", <y'w". 




On peut alors dire que Tintégrale (41) est étendue ä Taire du carré 
O" A" B" C" dont les cotés sont égaux ä n. Les elements des intégrales 
(41) et (42) sont égaux; pour comparer les champs d'intégration, donnons, 
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dans rintégrale (42), a u^ une valeur constante et faisons varier w, de 
o a ;r: le point P de coordonnées v" et tv" décrira une courbe PqPP^ 
telle que le segment P^^i ^^^^ paralléle a Taxe O" v" et ait po ur longueur 
tt; car si, dans les équations (38) de Jacobi, on laisse z^ "constant en 
faisant décrire a z^ le contour L^ , w revient a la méme valeur et v aug- 
mente de ;ri. A chaque valeur constante donnée a u^ correspond ainsi 
une courbe PqPP^ dans le plan v"0''w"; si Ton falt varier cette valeur 
constante donnée ä w, de o a tt, la courbe P^PPi se déplace et se dé- 
forme d'une maniére contmue depuis la position O" Q^Ä" correspondant 
k u^ = Oy jusqua la position C Q^B" correspondant a f^j, = ;r, de fa9on 
a recouvrir une fois et une seule fois Vaire O'' Q^A" P^B" Q^C" P^0'\ Cette 
aire est limitée par quatre courbes: la courbe CQ^B" se déduit de 0"Q^Ä" 
en augraentant les ordonnées de cette derniére courbe de tt {QqQi = tt), 
et la courbe A"P^B" se déduit de 0"^P^C" en augmentant les abscisses 
de cette derniére de tc {PqPi = tt). L'intégrale double (42) est donc égale 
ä rintégrale double (41) étendue a Taire curviligne (y'Q^A''P^B"Q^C'P^O"; 
mais, corarae la fonction de t; et m; qui figure dans Tintégrale (41) admet 
par rapport a v" et w" la période ;r, la valeur de cette intégrale étendue 
a Taire curviligne est égale a la valeur de cette méme intégrale étendue 
au carré 0"A''R'C, c' est a dire aux valeurs 

o <^ v" < ;r, o < w'' < tt. 

Cest ce qu'il fallait démontrer. 

Il est donc bien établi que la premiére intégrale double (41) donnant 
P^, peut étre . remplacée par la nouvelle intégrale (42); mais, et c' est 
la un premier point d'une grande impörtance, dans cette nouvelle intégrale 
double, les variables se sépareht, et Vintégrale se raméne ä quatre intégrales 
simples. En efifet, si Ton pose 



Ly 






It 



on a 



P,n.„ = Ae 



-<y-<^)iAA.-AM, 
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ou encore, puisque (d'aprés pag. 98) 

(43) P.,n = (— irAp-q-^e^^^-^^^iA.a^ — A^a,). 

Le calcul du coefificient P^,, est ainsi raraené au calcul des quatre 
intégrales définies 

Or ces quatre constaiites son t les modules de périodicité, le long des 
coupures a^ et a,, des intégrales de fonctions ä multiplicateurs 

S ' J ^ 

Pour le montrer, considérons Texponentielle 

qui est, ainsi que V{z) et W{z)j uniforme sur la surface R„i, de Riemann 
avec les coupures ci^ , a^ , b^y b^. Gette exponentielle admet le long des 
coupures a^ , a^ , J^ , b^ les multiplicateurs respectifs 



en faisant pour simplifier 



e~^^ = r. 



Cest ce qui résulte immédiatement du tableau des modules de périodicité 
des intégrales F(^) et W{z) tel que nous Vavons donné a la page 96. 
Ainsi, le long de la coupure a^, on a 

9 E{Å) ___ 2m[ K(A)- F(p)J +2i.[ W(X)- W{p)] 

et, comrae le long de a, , 

VW — V{p) = o, TF(A) - W{p) = Tui, 
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on a 

ce qui montre que le multiplicäteur m^ relatif a la coupure a^ est Vunité. 
On voit de inéme que le multiplicäteur m^ relatif a la coupure a, est 
Vunité. 

Le long de la coupure Jj , on a 



E(p) 



_. ^lm[ K(A)- V(p)] + 2ii[ lf(A)- W{p)] 



c'est a dire, puisque 

r{x) - r{p) = - 2A, w{x) — w{p) = log?, 

ce qui inontre que le multiplicäteur n^ relatif a la coupure b^ est r*"*}'", 
On voit de méme que le multiplicäteur n, relatif ä la coupure b^ est 

Alors la fonction 



0(^z) = !e^'»K(z)+2«»K(o ^?.E{z) 



est aussi uniforme sur la^surface R^f, de Kiemann et admet le long des 
coupures a^ , a, , J^ , b^ les mémes multiplicateurs que Texponentielle E{z) 
a savoir 

L'intégrale de cette fonction 



w =.f 



t.' 
O 



est uniforme sur la surface de Riemann R^f,^ avec les coupures ö5, ,a,, 
^i>^2>^2> telle qu^elle est figurée a la page loo. Cette intégrale est de ^ 
premiére espéce, car elle est partout finie. Le module de périodicité de 
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cette intégrale a}{z) le long de la coupure a^ est la valeur constante 
que possede la différence 

c est a dire o){Å) — o>(/>) puisque m^ = i , le long de la coupure a^. 
Or cette diflférence est 

ö>(^) — ö>(a), 

a et y9 désignant comme plus haut les points ou Taxe Ox rencontre les 
deux bords de la coupure a^. Le module de périodicité de a){z) le long 
de aj est donc la valeur de Tintégrale 



/ 



zdz 



g«mKU)+2nir(*) 



prise de a a y9 sur un contour L^ entourant les deux points td ti» ^t 

pouvant étre pris infiniment voisin de Taxe des quantités reelles. Ce 
module de périodicité est donc la constante appelée précéderament A^ 
(page 1 06) 



^ Ai^^i 



g1mF(*|)+a«»f(ti)^ 



On verra de mérae que le module de périodicité de cette intégrale w{js) 
le long de a^ est la constante appelée précédemment A^ (p^gc 106). 
Nous appellerons en outre B^ , B^ et C, les modules de périodicité de 
cette intégrale o){z) le long des coupures b^fi^jC^y de sorte que Fon 
aura 

le long de a^: w{X) — ^{p) = -^i? 

le long de a^: 0}{k) — ö>(/>) = A^j 

le long de b^ : a){k) — ^iO){p) == jB^, 

le long de J, : a){k) — ^^0}{p) = B^, 

le long de c,: ö>(A) — ö>(/>) = 6\, 
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les multiplicateurs m^ et m^ étant égaux ä .i et n^ et n^ ayant les 
valeurs 

Les modules de périodicité et les multiplicateurs de Fintégrale de premiére 
espéce o) {z) sont lies par les deux relations suivantes, déduit^s de la con- 
sidération des points de croisement des coupures a^ , b^ , Cj, et fl,, ftj, c, , 

Bi(i — wj — ^j(i — nj + nj6\=o, 
B^{i — mj — A^{i — Wj) — 7n^n^C\ = o. 

Ce sont la en effet les relations générales (12) de la page 34 appliquées 
au cas actuel oii le genre est egal a 2. D'aprés les valeurs des mul- 
tiplicateurs m, j m^ , n^j n^y on a i — m^ = o , i — m^ = o et il vient 
les deux relations 

— A,{i— r'"'g''') + r^^^q^^^C^ = o, 

(44) 

— ^,(1 — p''"r''') — /''•r'''^, = o. 

Considérons maintenant la fonction 






Cette fonction est uniforme sur la surface JS^^ de Riemann et admet le 
long des coupures öj , a^ , ft^ , i, les mémes multiplicateurs*Wj , w, , n^ , n, 
que Texponentielle ^(^). 

Uintégrale de cette fonction 



CO 



Z X 

[Z) = / V'{z)dz= /?!^%'^-no+2„ir(.) 



est partout finie excepté a Tinfini ou elle posséde un point critique hga- 
rithmique; c'est donc une intégrale de troisiéme espéce qui n'est plus uni- 
forme sur la surface R^^,^ de Riemann comme Tintégrale précédente ö*(^). 
Cette intégrale w{z) sera uniforme sur la surface if^^^, obtenue en ajoutant 
aux coupures a^ , a, , 6^ , 63 , c^ un lacet I commen9ant et finissant au point 
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de croiaeraent des couptires a^ib^ , c, et tournant deux fois autour du 
point oo, comme le montre la figure schématique auivante ou le point 
00 est figuré par un point ä distance finie. 




On voit, sur cette figure, coiiiinent le lucet / se tennine par un 
contour fermé a tournant deux fois autour du point co en passant 
d'un feuillet ä lautre chaque fois qu'il traverse la ligne de passage 

f 

L'intégrale i5{z) uniforme sur cette Burface de Riemann B,^, posséde 
six modules de périodicité relntifs aux six coupures a^,aj,h^,h^,c^ et 1; 
lea modules de périodicité relatifs aux coupures a, et n, sont les constantes 
appeléee précédeuiment £1, et d-j (page io6) 



les indices i, et L, signifiant que lea intégrales sont prises sur les con- 

toure Lj et Z, qui ' entourent le premier lea points -n, j^, le second les 

points o , I , infiniment préa dö l'axe Ox des quantités reelles. Ces con- 
stantes £1, et £t, étant les modules de périodicité de Tintégrale 



i5{z): 
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le long des eoupures a^ et a^, nous appellerons en outre Äj,ä, jS^,^ 
les modules de périodieité de cette intégrale le long des eoupures Jj, 6,, c,, I, 
De sorte que Ton aura: 



e long de la coupure a^ : a>(A) 



e 
e 



a){p) 



long de la coupure a,: ©(A) — 

long de la coupure b^i a){X) — n^iD{p) 

e long de la coupure b^: fi>(A) — ^^^ip) 

e long de la coupure c, : c5(A) — ©(^) 

e long de la coupure I : fi}(A) — S>(/?) 






1» 



a' 

= c • 



les multiplicateurs m^ et w^ étant égaux a i et les multiplicateurs n^ et n^ 
a r'"*}'" et p^^^r*". 

Le point de croisement des eoupures a^, 6j,Cj,, Z et celui des eoupures 
a^ , fcj , c^ foumissent chacun une relation entré les modules de périodieité 
et les multiplicateurs, ainsi que nous Favons montré dans la deuxiéme 
partie (page 56 par exemple). Ces relations sont les sui vantes 

^1(1 — ^1) — ^i(? — ^1) — ^h^i^ + ^®« = o, 
(i _ in,) — a,(i — n,) — w^n^e, = o, 



ou il faudra faire 



Wj = I, 



m, = 1, n^ = r''"'q^% 



n = p««r'". 



On aura donc 



^ _n,e,-n,C 



1 



I — n. 



^,= 



n Q 
I — n. 



D*ailleurs on a trouvé précédemment (page 1 1 o éq. 44) 



A. ^ 



_ ^A 



i — n. 



A„ = 



I — n. 



Donc le coeflRcient .P„„ donné par la formule (43) de la page 107, ou 
Ton fait e^^^ = r, 



Pn..n = (— ir Ai?-g-"^"-"(-4,a, — Å^a,), 



Sar les iDtégrales de foDCtions k multiplicateurs. HB 

devient 



W'.n. 



ou encore, en rcmpla9ant — ^— ^ par sa valeur — A^ et n^ par r**"g'*, 

I — n, 

(45) ^«..= (-0"Af:^^^,2. 

Ce coefficient P^^ est ainsi exprimé a l'aide de J^ et £ seuleroent Or la 
constante £ est aisée a calculer. Cette constante est égale ä la différence 

tout le long de la coupure 1: elle est donc en particulier égale a 

et ^ étant les points ou le contour a qui entoure deux fois le point 
QO se raccorde avec les bords de la coupure I (Voyez la figure de la 
page III). La constante £ est donc la valeur de Vintégrale 



d 

r z'dz 



^mr(«)+ 9a ir(«) 



prise sur ce contour a dans le sens marqué par une fléche. 

Dans le voisinage du point oo, c'est a dire pour des valeurs de z 
dont le module dépasse un nonabre suffisamment grand, on a 



d'ou en développant en serie suivant les puissances croissantes de -: 
La fonction 

TT/ \ . TX7/ \ r2wB — 2nB' — {2mC — 2nC')z , 

2mV{z) + 2nW{js)= I ^^ —dz 

o 
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sera done, pour ces ménies valeurs de Zj développable en une serie de 
la forme 

2«,7(.) + 2nTF(.) = K+ -^k_=J!^U + å + å + . . 1 

ou K désigne une constante d'intégration et ou nous n^avons ealculé 
exactement que le coefficient du terme en — . La constante K est aisée 



z" 



a. déterminer: en effet en faisant ^ = oo, t)n a 

2mF(oo) + 2nW{po) = Ky 

et comme (voyez page 96) 

' . • - ■ ■ 

F(oo) = -ilogp, W{oo) = A, 

on a 

K = — -mlogp + 2nA. 

D^aprés cela Texponentielle 

se développe en une serie de la forme 



^<"=*-'-['+'''1;j^('+3+T + -)]- 



2{2mC — 2nC) 

IcXiiz^ ^ i' 

car 



En vertu de ces développements de - et ^(;8?), on a, pour les «iémes 
valeurs de z, 

T -^(^) = ^^T" l;* "^ — ~^^ — ^+j+.-^ + •••]• 

La constante £ est, comme nous Tavons vu,- Tintégrale 

o 

-E{z)dz 



X 
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prisé 8ur un eontour a entourant deux fois le point co dand le sene 
négatif (figure de la page iii), c^est a diré sur une circonference tres 
grande de centre O parcourue deux fois dans le sens positif autour de O. 

Or cette derniére intégrale est le produit de 4ri par le coeflEicient de - 



z _ 

dans le développement cidessus de -E{z). On a done 



La constante £ étant ainsi calculée, Texpression (45) trouvée pour P^, 
a la page 113 devient 



p.,.=(-.)-så(""''-'"^-'"'" 



^2m^3ii 



A^ 



ou encor^^ puisque 



A = ^{BC — CB') 



(page 104), 



(46) 






TthXfl 



f>mqi 



oix il ne reste plus d'inconnu que le coefifieient A^ exprlmé par Tintégrale 
définie 

zdz 



'-/' 



,3mF(«)+3nlfU) 



8 



"•• r ■ 



prise de j- en d sur le eontour L^ infiniment voisin du segment de droite 
Oi (figure de la page iii).. 

Oette derniére intégrale peut s'écrire d'une fa^on 
un peu plus commode. Figurons le eontour L^ forraé 
de Taxe des quantités reelles de /* en i dans le feuillet 
supérieur, de i en O dans le feuillet inférieur (partie 
ponctuée) et de O en <? dans le feuillet supérieur. 
Appelons z un point de Vaxe des quantités reelles 
situé dans le feuillet supérieur entré O et i , et / 
le point du niéme axe situé au dessous åe z dans 




V 
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le feuillet iDférieur, et soient a et s' les valeurs correspondantes de «, 
de sorte que ä' = -^'5. LMntégrale qui donne A^ pourra 8'écrire 

d 1 o 

■A, =f-^E{z) +f'^'E{z) +j'^E{z'). 

.0 r 1 

Comme Texponentielle E[z) admet le multiplicateur m^= i le long de 
la coupure a^, el le ne change pas quand on franchit cette coupure, et, 
par conséquent, les deux premiéres intégrales peuvent étre réunies en 
une seule 



1 



p-^Eiz). 



O 



D'autre part on a le long de la droite Od 

/ = ;j, s' = —s, F(/) = — V{z), W{z') = — W{z), 
car on a, par exeraple 

F(/) =/^' d^ = - j^dz = - V{z) 

O O . 

et de méme pour Tintégrale W. Puis le long de la droite /-i, on a 
^ = 4f, 5' = — 5, V{z') = —7ri— V{z), W{/) = — W{z). 
En effet on a, sur cette portion de Taxe Oa?, 



* t 

F(/) = F(i) +J?^dz' = F(i) -J?- 



dz 



et 

"B — Cz 



r{z) = F(i) +J- 



8 



dz 



d'ou en ajoutant 

r{/)+ F(ier) = 2F(x) = --7r»; 
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on trouvera de méme 

W{z') + W{2)= 2W{i) = o; 



car 



F(i) = -f, TF(i) = o. 
Il résulte de la que Ton a entré O et /- 

et entré /- et i 

car le facteur ö-'"^' égale i . Oo a ainsi la inéme expression de E{z') 
entré O et i , et la formule qui donne -4, peut s'écrire 



A^ = f'-^E{z) + f^^Eiif) = r^i^^-^^io^^i-^^u) + Ti^ 



^-'imV{,)^9mWii) 



8 
O 



DonCy en posant 



(47) <[,{m , n) ^ j'-^ é-'<' 



)+l»1f(0 



rintégration étant faite le long de Taxe Oa? dans le feuillet supérieur en 
traversant la coupure a,, on aura 

Ä^ = ip{m , n) + ^(— w , — n) 

et Texpression de P^^^ deviendra 

(48) P... -(-.)■ '-^^^^^ (».C - nO) '>'" -^Ltiir;,-." "' 

ou il n'entre plus que Tintégrale simple réctiligne ^(w , n) définie ci-dessus. 
Le développement de la fonction abélienne considérée est donc 

(49) ??>^ 

l6(gC-CF)* *'"yf ^(m , n) + ^(- tn , - n) ,„_,., 



.«■■ — OB 
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les constantes B y Rj G j C ayarit les valeurs que dontte Rösenhain ä ki 
page 433 de son Mémoire. Gomme le premier membre est une fonction 
paire de v et w;, il doit en étre de inéme du second. Cest ce qu'on 
vérifie immédiatement, car si Ton change t; et w; en — t; et — m?, puis 
m et n en — m et — n, le second membre ne change pas. En réunis- 
sant dans la serie les termes qui correspondent a des valeurs de w et n 
égales et de signes contraires, on aura la serie trigonométriqöe suivante 
ne contenant que des cosinus 

= ^ ■ ,,. ■ ;. > 7 . . (-TT ip(mC— nC y * ' ■ ;' — ~ — ^ cos (itnw + 2n%w) 



m — — oo » = 

:. • ■ i v -f 



Il faut reraarquer que, dans ces forinules, le coefficient P^o corres- 

pondant ä m = n ±= o se présente soiis forme illusoire -. On obticndra 

directeraent ce coefficient en faisant dans la formule (42), page 104, 
^ = n = o. On a ainsi 

P0.0 = ^ {BO - CB) f P-i^i^) dz, dz. 



L, M 



ou bien 



en faisant 



/ « • • • • / ■ • , 

TT v . .. 






.1 



a 



■« ' • . 



Le coefficient Po o est ainsi exprimé a Taide die quatre constaiites dont 
les deux premiéres A\ et Al sont les modules de périodicité de Tintégrale 
abélienne 

zdz 



f 



8 
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le long des coupures «, et éi^, et le» deux derniéres d^ et ÖLJ leB moduleg 
de périodicité de Tintégrale abélienne 



f 



dz 
s 



le long des mémes coupures a^ et a^, Les deux premiéres constantes 
A^i et A] se calculent immédiatement a Taide des équations (36) de la 
page 90; il est inutile d^insister sur ce calcul. 



Dével-oppement de la fonctian abélienne qui donne la satnme z^ + «, 

• expri/mée en v et w. 

Nous venons de trouver le développement de — kXfxz^z^ en serie 
trigonométrique: nous fonnexons de méme celui de — A*^/i(i?j 4* ^2)- En 
supposant 

on trouve, comme pour P^ „ (pages 102— ia4), 



Q^^ — ^e ^'^^^'^^ ^"'^'U) C I (^1 + ^X^~^t) ^tmr F(/.)+ r(r,)i-i-a*»r ir(t.)4- Wiz.W^^^^^^^ 



(50) 




«i«i 



formule qui se déduit de la formule (42) de la page 104 en y rempla- 
<?ant z^z^ par z^ + ^a- L'intégrale double ainsi obtenue se décorapose en 
quatre intégrales simples dont deux 



/z\dZt 
"V 



^ = / ^*^^< ^2mFU,)-t-2»n'(f,) 



^ 
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tsont les mémes que précédemment et dont les deux autres 






^mV(xi)+inW{ti) 



'• =ff 



^, __ I «g> ^2mr(«,)-H2iiTru.) 



86 raménent facilement ä celles que nous avons appelées A^ et A^. Avec 
ces notations, la formule qui donne Q^^^ 8'écrit 



car 



A = ^(BC — CF), 



En répétant les calculs qui ont été faits pour la détermination de 
P^ „ on trouvera la formule 



ne différant de la formule (46) de la page 1 1 5 que par le changement 
de Aj en A'^. Gette constante A^ 



^=/' 



^i = I z?g»"^<')+«"''^«) 






peut sécrire plus simplement 
en posant 



^'(m,n)= r^g»-^('H»-i^<'). 
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il suflfit, pour le voir; de repeter le raisonnement fait pour A^ aux pages 
115 — 117. On aura done le développement 

(51) —kX;i(z, + z,) 

que Ton pourrait ordonner suivant les cosinus des arcs {2nnv + 2niw). 
Le coeflficient ^^,0 devra étre calculé a part, comme nous lavons fait 

pour Po.o- 

Il est important de reraarquer que la fonction ^'(w,w) peut se ra- 
mener ä {^(m , n); cela revient a dire que les constantes A[ et ^^ peuvent 
8'exprimer en fonction de A^ et A^, En effet, coinme 



X z 

V{z)=J?^dz, W{z) = -f'^ 



0'^ ^ 
— dz, 



Ton a, pour 1'exponentielle E{z), Texpression 



d'oii Ton déduit, en différentiant, 

dE{z) = 2{mB — nB')-E{z)—2{mC—nG')~E{z). 

8 8 

Intégrons cette identité de o a i, Tintégrale du premier membre sera 

. E{i)-E{o) = {-ir-i, 
car 

F(o) = Wio) = o, F(i) = - 'f, W{i) =*o; 

on aura donc 

• (— 1)" — I = 2 {mB — nB')<f>'{in , n) — 2 {mC — nC)<p{m , «), 

formule qui exprime (p'{m , n) en fonction de (p{m , n) a condition toutefois 
que {mB — nB') ne soit pas nul. . En retranchant ;de la relation ci-dessus 

Ada maOumatiea. IS. Imprimé le 35 septembre 1&90. \Q* 
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celle qu'on en déduit par le changement de m et n en — m , — n , 
on a 

{mB — nB') [f (m , n) + ^' (— m , — n)] 
= (inC — nC) [^{ni , n) + (p{ — m , — n)] , 

formule qui perraettra d'exprirner [(p'{ni , n) + <p'{ — m , — n)] en fonc- 
tion de [(p{;ni , n) + <p{ — wi , — w)], a condition que (mB — nW) ne soit 
pas nul. 

Connaissant ainsi les développements en serie de z^z^ et z^ -\- z^j on 
écrira immédiatement les développements en series trigonométriques des 
cinq fonctions abéliennes 

qui, d^aprés les formules données par Rosenhain a la page 422 de son 
Mémoire, sexpriment toutes linéairement en z^z^ et z^ + z^. (Nos variables 
z^ et z^ sont celles que Rosenhain appelle x^ et x^). Dans ces cinq 
développements figurera la seule intégrale définie appeléc <p[mjn) 



<p{m,n) = j'-^ 



8 

O 






le chemin d'intégration étant rectiligne. 

Il est essentiel de remarquer que les modules des intégrales 

•1 1 

^(», , n) = r^^e-"- "(')+'»"'"', <p'{m , n) = jT^e^-no+^-n-w 

O O 

restent finis quand m et w croissent indéfiniment par valeurs positives ou 
negatives. En effet, ces deux intégrales sont prises le long de Taxe Ox 
des quantités reelles: or, le long de cet axe les intégrales 



O . - O 



— dz 
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sont purenient imaginaires^ puisque les constantes B , C ^ B\ C le sont 
(pages 90 et 91); le module de rélément différentiel de Tintégrale ^(m , n) 

zdz 



8 

est donc egal ä 



^3mru)4 2niru) 



zdz 



8 



et, le module de Tiiitégrale ^(m , n) étant plus petit que la somine des 
modules des elements différentiels, on a 



<p{ni,n)\<j'-^, 



o 



ou, d'aprés la notation de M. Weierstrass, nous appelons |w| le module de 
la quantité imaginaire u. On trouve de raéme, pour le module de (p*{m^n) 



1 
f{m,n)\<p^. 



O 



Gette remarque perinet de voir comment convergent les series que nous 
avons obtenues. 



Sur un cas particulier dans lequel certains coefficients des series 
précédentes se présentent sous forme indéterminée. 

Dans la détermination des coefficients P^ „ et ^^ „ nous avons supposé 
que le dénominateur de ces coefficients 

I _ r'"» j«» 

e%t différent de zéro. Ge dénominateur est toujours nul pour tu = n = o; 
aussi faut-il, comme nous Tayons vu, calculer ä part les coefficients Po.o 
et ^0,0- Mais, se Von ne se trouve pas dans un cas de réduction des fonc- 
tions 9 de deux variables a des fonctions d (l'une variable, ce dénominateur 



|-2m^2n 



ne sera nul que pour m = n = o. 
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* 
En efifet, supposons-le nul pour m = m', n = n' 

alors, comme on a pose r = c~^^, on aura 

d'ou, A et logg étant réels, 

— /^m'A + 2w'logg = o. 

Dans ce cas, il y aurait donc rédtcction ponr les fonctions 6 et les fonc- 
tions abéliennes correspondantes. J'en rappelle rapidement la raison. 
Les fonctions abéliennes précédentes de t; et w; adniettent les couples de 
périodes sui vants: 

pour v: logp , — 2 A 

et pour w: — 2^, logj. ^ • 

En appelant F{v , w) une de ces fonctions, on aura donc 

F(v + ^wlogj9 — 2nA , w — 2m A + nlogq) = F{v , w), 

m et n désignant des entiers quelconques. Si Ton fait, en particulier, 
m = m', n = n', la quantité ajoutée ä w devient nul le d*aprés Tbypothése 
faite, et il vient 

F{v + ^^' log/? — 2n'A , w) := jP(v , w) 
comme on a aussi 

F{v + tHj w) = F{v , w); 

on voit que la fonction abélienne F{v , w) est une fonctiori doublement 
périodique de v aux périodes w'log^ — 2n'A et m. Il y a donc réduction, 
comme nous Tavons annoncé. La quantité. 

711' logp — 2n'A 

ne peut pas étre nulle en méme temps que 

— 2m' A + n'log(7, 
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car on aurait 

4-4^ — logp . logg = o 

et les series de Rosenhain qui définissent les fonctions ^r,.(^ > «^) seraient 
divergentes. 

Supposons-nous placés dans un cas de réduction de ce genre, c^est 
ä dire supposons 

— 2m' A + n'logq = o, 

m' et n' étant premiers entré eux. La quantité 

qui figure au dénominateur du coefficient P,^„ dans la serie de la page 
1 1 7, est nuUe pour toutes les valeurs de m et n de la forme 

le numérateur 

A^ = ^{^^ j ^0 + ^{ — ^^.' — ^0 

est alors nul aussi et le coeflEicient P,„ ,, se présente sous une forme illusoire 
-, qu'il est aisé d*éviter, comme nous allons voir. 

En effet, nous avons établi les relations suivantes, pages iioet ii2 

— ^,(i — r''"^'") + r^^g^-C; = o, 

— A^{i —/"•/'"") — /j^^-r^-C, = o, 

— a,(i — r""*?'") — r''"}'"^ + r^'^q^''e^ = o, 

— £13(1 — ^j^^r'») — /"•r'»e, = o. 

Puisque nous supposons 

et que (i — p^^^r^") ne peut pas étre nul en méme temps, comme nous 
Tavons vu a la page précédente, ces relations donnent 

6; = o,- ^, = 0, e, = £, ^, = - ^f^^''\ n ' 

* ' * ' a ' 3 t^m^n __ j» — m|. — n 
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Le coefficient P,„,„, donné par la formule 

devient alors 



niA.li ___ /n — vhm — n 



ou, d'aprés la valeur de £ (page 1 1 5) 

cette formule leve rindétermination qui se présentait avec la premiére 
expression de P«,„. La constante A^ est définie par Tintégrale 



.=/ 



v/ 



8 



I I 

Tintégrale étant prise sur le contour L\^ qui entoure les points -r-^ , ^ figuré 
a la page 1 1 1 . 



Si Ton pose 



F,(.)= F(.)- f(^)= ^ 






8 



W,{z) = Wiz) - W^ (^) = -j^—r^dz, 



8 



en remarquant que 



^(p) = --,->-.p-^^ Tr(i) = ^ + \\0g9, 



on obtient 



^ __, / j\m*j-OT^n^m-n / ^ g2in »',(*) +2nIFi(*) ^ 



ia 
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Gette derniére intégrale peut s'écrire 

iff"{m,n) + ^"(— m, — n) 
si Ton pose ^ 



X* 



'iP'*{m,n) = r?^e""''»^'^+'''"'»^'^ 



8 



t* 



IMntégrale étant rectiligne: cest ce qu'on voit comine nous Tavons fait 
aux pages ii6 et 117 pour une intégrale analogue. On aura donc enfin 



-m<« — n 



11 serait d ailleurs aisé de voir que cette formule convient pour toutes 
les valeurs de m et n; de sorte qu'on a deux formules pour développer 

suivant qu'on prend Tancienne expression de P^ „ oii celle que nous venons 
d'6btenir. Ces deux développements se reconnaissent imrnédiateinent cornme 
équivalents a cause de la relation 

A A 



=■- p-q "t 



/f — tn Q — n ___ i^tm qH ^ •*■ /%jM»>n *^ — m^ — u 

qui se déduit des relations (44) de la page iio par Télimination de C^: 
puisqu'on a 

A^ == ^(m , n) + ^(— m , — n), 

Å^ = (— i)"'j9-'"y"r-"+'"[^"(m , n) + ip'\— m , — n)], 

on aura la rel&tion 

/ ^\m ^(w^^ ^) + ^(— ^n —^0 ^ ^''(m , n) -f ^^^( — m , — n) 

qui montre Téquivalence des deux développements et permet de lever 
1'indétermination chaque fois qu'elle se présente. 
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On pourrait faire les mémes remarques sur le coefficient^„„. 

Mais nous laissons cette question de c6té pour revenir au développe- 
ment en series trigonométriques de fonctions abéliennes autres que celles 
que nous venons de considérer et qui se rainénent a z^z^ et z^ + z^. 



Développetnent d^une fonction de v et w symétrique et entiere 

en z^ et z^^8^ et s^. 

Une fonction symétrique et entiere en z^ et z^, s^ et s^ est une 
somme de termes de Tune des trois formes suivantes 

les exposants v et p étant des entiers positifs ou nuls. Il suffira donc de 
développer en serie chacune de ces trois expressions, 
Appellons f{z^ , z^) Tune de ces expressions et soit 



mftt^ +00 






développement valable pour des valeurs purement imaginaires de t; et w 
et des valeurs voisines. On verra, d'aprés la méme méthode que ci-dessus, 
que le coeflEicient R„^ est donné par Tintégrale double 

obtenue en rempla9ant, dans Tintégrale de la page lo^^z^z^ par — ry- f{z^ , z^). 

# nÅfJL 

Les indices L^ et L^ signifient, comme plus haut, que l'intégrale est étendue 
aux valeurs reelles de z^ et z^ représentées par les con^ours L^ et L^ 
supposés infiniment voisins de Taxe Ox. Désignons par E{z) Texponentielle 

alors en supposant 

f\^\ ' ^2) ^^ ^1^ ' ^^2> 



Sar les iotégrales de foootioDS k multiplicatears. 129 

nous serons ramenés ä calculer Texpression 

j'^E{z,)dzJfE{z,)dz,-j^E{z,)dz,j'^ 

Li Lt L^ i^ 

-jjE{z,)dz,j^E{z,)dz, +j'^E{z,)dzJ'JE{z,)dz,, 

formée d*iDtégrales simples. 
De inéme en supposant 



A^i y ^J = ^i^\^ä + ^i^x^ 



nous auronSy pour calculer i?^,,, a calculer l^expression 

J^+' E{z,)dz,pjE{z,)dz, -jfE{z,)d".jz\'' E{z,)dz, 

Il Lt Li L, 

+ f'-^ E{z,)dz, f4E{z,)dz,-Jz',E{z,)dz^ l^'j!lE{z,)dz„ 



composée d*intégrales simples. 
Enfin si nous supposons 



fi^i , ^2) = s,s,{z\z', + z^.zl) 



nous aurons a calculer Texpression ^ 

ffi'-'E{Zi)dZi f z/^E{z;)dz., — fzi{E{zC)dz^ f f^^' E{z^)dz^ 

i, /, £| L, 

+ fz^^+'E{z,)dzJz;E{z,)dz, — fz[E{z,)dzJz',^' E{z,)dz„ 



1 



formée d'intégrales simples. 

Si Ton considéce Tintégrale de fonction a multiplicateurs 



H^)=p^E{z), 



Aeta mathematico' 13. Imprimé U 29 septombre 1890. 17* 
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lea constantes 



A,,= f-^EM, A.,^f'^Ei.,) 



l^I 



sont les modules de périodicité de cette intégrale le long des coupures 
e/j et a^; de méme, les constantes 

Al, =fz\E[z,)dz,, Ai^=ff,E{z,)dz, 

sont les modules de périodicité relatifs aux coupures a^ et a, de Tint^grale 
de fonction ä multiplicateurs 

Ces fonctions a multiplicateurs 

f £(.) , fE{z) 

ont d'ailleurs les mémes multiplicateurs que Texponentielle E[z)^ c'est a 
dire les multiplicateurs 

définis précédemment (page io8) 

On voit que le calcul des coefFicients R„^ se raméne au calcul de 
déterminants de Tun^ des trois formes suivantes 

-^i.y-^v -^i,/)-^2,v> A^^A^p A^^^A^p, Ai^^Ajp — Ai^pA^^v 

ou y >^ o , /> >^ o. 

. Toutes ces intégrales 



<P, = fj E{z)dz, jf„ = fz'E{z)di 



oii 



P=^0, I,2,...,CC 



/ 
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se raménent ä trois d'entre dles. En eflfet faisons, pour abréger, 






dz 



I 

avec 

M=2 {niB — nD'), N= — 2 {mC — nC). 

L'identité 

■(IE{z)-=3I^^^'ib + N-E{z)dz 

8 ii 

donnc par Tintégration 

(53) E{z) = M^, + N^, 

ce qui raméne le calcul de ([f^ a celui de ip^, 
Puis 1'identité 

dfE{z) = i^f-'E{z)dz + M-E{z)dz + N—E{z)dz 

8 8 

oii y > I doniie par Tintégration 

(54) ^^{^) == ^i^.~i + M<p^ + NiP^^u 
formule qui raméue le calcul des fonctions 

Fo ^ f^i ^ f 3 » • • • 
a celui des fonctions 

D'autre part, soit 

s^=^z{i -z){\ -k'z){i -X'z){i -fi'z) = 2a,z'+ay + 2a,z'+a,z'+2a,z 

d'ou 

dz ^ 8 ~5 

la différentiation de Texpression sfE{z) donne 

d[sfE{z)] = f'^-E{z)dz + psf-'E{z)dz + sz'{M+ Nz)'^' E{z) 
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ou en réduisant 

+ Mz'E{z)dz + Nz'^'E{z)dz. 

L'intégration de cettc identité donne: 

(55) sz'E{z) = {2v + 5)ao^.+4 + (v + 2)a,^,+, + (av + 3)0,^,+, 

reinpla9on8, dans cette relation, jr„ et jp,^.i par leurs exprcssions déduitcs 
de la relation (54) de la page précédente dans laquelle on cliangerait 
successivement v en v + i et v -f ?• 

^'+1 VT2 7+1 ^'+» ■""■ 1/ + 2 ^'+»* 
Nous aurons 

(56) {s^-^,^''-^^'>'''')e{z)^{2, + s>.^,,< 

+ [(v 4- 2)a. - ;^^^J 4>,,, + [(2v + 3)a, - -^,-V+-2\ ^'+« 

relation exprimant Tintégrale ^,+4 en fonction des quatre précédentes 
^yf3 > 5^y4 2 » f''i-+i > ^v En faisant successivement dans cette relation 

v = o, 1 , 2, . . . 
on exprimera toutes les fonctions ^^ a laide des quatre premiéres 

et comme (f)^ et ^^j son t lies par une relation établie précédemment, (re- 
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lation (53) de la page 131), ou pourra exprimer toutes les fonctions (p^ 
ä Taide des trois 

Commc chaque fonction jr^ se raméne aux fonctions tp^ par la formule 
(54) de la page 131, on voit que toutes les intégraies appelés j^, et ^,, 
(v = o, I , 2 , 3, . . . , 00) s'expriment en fonction linéaire ä coefficients 
constants de 

et de fonctions connues. 

Ces fonctions connties sont de la forme 

sz'E{z) , fE{z), 

et leurs modules de périodicité sont nuls. Les niodules de périodicité 
d'une quelconque des intégraies ^^ et ^^ sont donc des fonctions linéaires 
homogénes des modules de périodicité correspondants des trois intégraies 



^iy^2>^Z' 



Par exemple 



. ^2.v = ciA^a + a'A^^2 + ö"^2.3 , 
A,^bA,, + b'A,,, + b-A,,,, 

Donc 

+ (aV/' — b'a"){A,,,A,,, — A,,,A,,,). 
Le calcul du déterminant 

se trouve ainsi ramené, quels que soient les entiers 1; et yo, a celui des 
trois déterminants 

(57) -^I, 1-^^2,2 -^2,1^1,2» -^1,1-^3,1 -^2,1^1,8» -'^I,2^2,H -^2,?-^l,3' 
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Il en sera de méme des déterminants tels que 

A' A' A' A' 

qui peuvent aussi figurer dans l'expression de i2„,,„. (Voyez page 130). 

On sera donc toujours raraené, par voie récurrente, au calcul des 
trois déterm.inants (57) de la page précédente. 

Or le premier de ces trois déterminants n'est autre chose que celui 
qui a été désigné a la page 106 par 

en cffet on a 

/ll=\^,,, -42 = ii, 2, öll = -^2,1 ^2=-42,25 

ce déterminant a été calculé et exprin>é a laide de Tintégrale définie 
rectilignc 



ipirn.n) =J ^£(5). 



o 



Le second des déterminants (57) 

-^1,1 -"2,8 -»2,1-^1,8 

peut, par les mémes méthodes, étre exprimé ä Faide de la méme in- 
tégrale définie rectiligne ^(m,n). 

Enfin le troisiéme de ces déterminants 

•^1,2-^2,3 -^2,2-^1,3 

exige pour son expression deux nöuvelles intégrales rectiligries analogues 

a ^(m , n) 

1 i 



o o 



En effct les deux intégrales 



<PÅ'') -p^'';E{z), 4>,{z) =j'^E{z) 
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dont la premiére n'est au tre chose que Tintégrale appelée précédeininent 
(o{z) (pages iio et suivantes) 



lö{z)^-f''^E{z) 



sont des intégrales de troisiéme espéce de fonctions aux multiplicat€urs 



w, = I , 



m. 



I, 



Wj = r^^gr^" 



n. 



= p'"'r'-; 



ces intégrales ont pour point critique logaritlnnique le point co. Elles 
sont uniformes sur la surface de Riemann iJ^^^, figurée a la page iii. 
Appelons £ et £' les inodules de périodicité de ces intégrales ^»^ et ify^ 
le long de la coupure /; nous avons calculé £ précédeininent aux pages 
113 — 115; en suivant la méme méthode on aura C. Le développement 
que nous avons établi a la page 1 14 

7^W = -^"-[? + T + ^ + ^ + -] . 

donne iminédiaternent ^ 

-E{z) _ir^" [/ j^s,+^ + ^-^ + .., 



alors 



£' = 4-/^- 



— IH «• — II 



kkfi 



fl 



Nous avons établi les deux relations suivantes entré les inodules de périodi- 
cité dj , d^ , Sj , £ de rintégrale </f^{z) ou io{z), modules que nous ap- 
pelons ici, pour plus de symétrie dans les formules, ^,2 , ^2,2 ? Q,« > ^ 
(voyez page 112) 



On aura de méine, en appelant 



^7,2 ~ 



I — 1K 



A A C C 
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les modules de périodicité de (p^{z) 



•^1,8 = T ^, ' ^2,8 ~"' 



I — n^ ''" I — n. 



D ou Ton tire 

n, n. 



-^1,2-^2,8 -^2.2-^1,3 /( _^^ )(I*— n )( ^'^ ^'^Vs) 



ou encore 



-^l,2-"2,3 -^2,2-^1,8 j ^j -^2,2^ j ^^ •"2,8^- 



1 - ..j 



Le calcul du troisiéme des déterininants (57) est ainsi ramené au calcul 
des deux modules de périodicité 

Si Ton pose 

1 ' 1 . • 

X (m , «) = J "-^ E{z), B [m , n) = j ^' E{z) . 



O 



les intégrales étant rectilignes, on voit, comme aux pages 115 — 117, 
que Ton a 

• ^j.2 =;f (^* > ^) + X{'- ^^ y — ^')» -^2,8 = ö>(m , n) + a>(— m , — n). 

En resumé^ le calcul des coefftcimits des développements en serie trigono- 
métrique d'une fonction abélienne exprimée par une fonction symétrique entiére 
de z^ et z^y s^ et s^j se raméne toti/ours par des operations algébriques ele- 
ment aires au calcul des trois intégrales définies rectilignes 

1 i 1 

/zdz i 2^ (iz i z^ dz 

— E{z), /(»» , n) =J -- E{z), S(w , n) =/ -^ Ei^z) 

O 

oii 

Il serait, par exemple, bien facile d'appliquer cette méthode générale 
au dévelgppement de s^s^ ou de 5j + ^2- 
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On peut, par les mémes méthodes, calculer les coefficients des dé- 
veloppements en series trigonométriques de fonctions abéliennea de Tune 
des deux formes 

R{s y z) désignant une fonction rationnelle de s et z. Pour que ces dé- 
veloppements soient convergents comine les précédents, il faut et il sufTit 
que R{s y z) reste finie quand z varie par valeurs reelles de o a i et de 
I . I 

— a — 



Déiwloppements de fonctions nmi symétriques en ä, , »^ et z^, s^, 

Les méthodes que nous avons appliquées au développement des fonc- 
tions abéliennes en series trigonométriques procédant suivant les puissances 
de e^' et c^"', peuvent, dans certains cas, donner les coefficients du dévelop- 
pement en series trigonométriques de fonctions non-symétriqties en z^ , s^ 
et z^y s^y fonctions qui s'expriment par des racines carrées de fonctions 
abéliennes. 

Prenons, par exemple, la fonction 

kÅfJL 

oii nous supposons z^ réel et compris entré o et ij z^ réel et compris 
entré ti et ^. Gette fonction s'exprime par une racine carrée de fonc- 
tions abéliennes, car 



la racine étant prise positivement. Nous avons vu que, si les variables 
v et tv partent de valeurs purement imaginaires x\ et w^ et varient par 
valeurs purement imaginaires de v^ et w^ a v^ + ^^ ? ^*^o + ^^> ^^^ variables 
z^ et z^ oscillent sur Taxe des quantités reelles la premiére* z^ entré o 

et I, la seconde z^ entré v^ et -j^ de fa<,'on a déerire les lacets appelés 

fe Å * 

Aela mathematiea. 18. Imprlmé le 10 DOTenibre 1890. X8* 
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m 

m 

L^ et Zj . (Page loo.) Lorsque t; et te? varient ainsi de v^ et u;^ a t?^ + ni 
et w?^ + Äi, la fonction 






est done uniforme, finie et continue. EUe est pour ces v^X^nv^ purement 
imaginaires de v et m? développable en une serie, de la forme 



Z I»»*"» +« 

Z — Z ^m,n^ 



avec 

r^ + TTl 100+ Ti 



5„.. = ^ Trft; T-^e^^+^-rfw. 



r« Kf 



o 



En faisant, dans cette intégrale double, le changement de variables défini 
par les équations dMnversion de Jacobi 

v = v{z,) + v{z,) - r(i) , w = w{z,) + w{z,) - pr(l) , 

on trouve, comme pour P^„ (pages 102 — 104), 

formule qui se déduit de la formule (42) de la page 104 en y rcmpla- 
9aiit z^z^ par — J-^^. L'on aura donc, d'aprés les valeurs des intégrales 

GU -4j et A^ désignent comnie précédemment (pages 106 et suivantes) 
les intégrales 
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dont les valeurs sont liées par les relations (44) de la page i ro: 

— A^{i — r""*?'") + r^^^q^^^C^ = o, 

— A,{i — p^^r^"") — p^^r^^^C^ = o, 

qui donnent par réliinination de C^ 






On a donc 






et comme 

A^ = ^(w , n) + (p{ — m , — w) , 

on voit que le coefficient 45^,, est encore exprimé a Taide de IMntégrale 
définie appelée ^(w , w). 

On trouverait de mérne les développeinents de fonctions de la fornie 

z — z 

ou le numérateur /'(.v, , z^ ; s^ , z.^) désigne iine fonction syinétrique entiére 
de 5, , ^j et s^ , j2?3 . 

Sans insister davantage sur ces développenients, j^arrive a une nutre 
question intéressante, a savoir celle de Yinversian d'une intégpa.le ultra- 

elliptique, - V{z) par exemple, pour des valeurs reelles de z et de Vintégrale, 



Les Intégrales définies fippelées f/'{7n , 7*) , ^'(w , ^0 , ^(*« , 'O se présentent 
dans une autre espéce de problemes qui se iiOHent souvent 

en mécanique rationelle. 

Soit, pour fixer les idées, la relation 
(58) t^\f?^dz 
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ou B et Q sont les méraes constantes pureineiit iuiaginaires que précédem- 
ment et ou s est lie a z par la méiiie relation que ci-dessus 

• s' = z{i —z){\ —k'z){i —X'z){i —fi'z). 

Supposons que t désigne le tenips et z une variable reelle servant ä fixer 
la position d'un mobile au temp t. Alors les variables z et t doivent 
rester reelles, et t aller toujours en croissant. 

Dans ces conditions, cornme - et - sont des constantes reelles positives 

B C 

It 

z croitra de o ä i, le radical 



s = slizhXfi) 

étant pris positivement; puis z décroitra de i a o, le méme radical s 
étant pris négativeinent; puis z croitra de nouveau de o a i, 5 étant 
positif; et ainsi de suite indéfiniment. Nous avons vu (page 90) que Ton a 



1 

ff I fö — Ca . 
2 xj , 



O 



d^aprés cela, si dans la relation. (58) de la page précédente 



(58) . t^\j 



B - Gz ^ 
dz • 



o 



on veut prendre le tenips t corame variable indépendante et la variable 
reelle z conune fonction de ^, on voit que z est une fonction reelle de t 
adraettant la période tv et restant finie (coniprise enlre o et i) pour toutes 
les valeurs du temps t. On pourra donc développer z en serie trigono- 
métrique de la forine * 



nsa + oo 



z= T " "-'"'" 



n = — 00 
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convergente pour toutes les valeurs reelles de t. La connaissance des 
coefficients de ce développement pennettrait donc de réaliser, a ce point 
de vue special, Vinversion de Tintégrale (58).. Le coefficient ^^^ est donné 
" par rintégrale définie 






ou, en faisant, dans cette intégrale, le changement de variable 



* 
, I ('b — OZ , I T7/ \ 






Gz)zdz «,« Ku) 




rindice L^ signifiant comme précédemnient (page 101 et figure.de la 
page 100) que le point décrit un cheinin formé de la portion j-i de 
Taxe Ox dans le feuillet supérieur (5 > o), de 
la portion 1,0 du méme axe dans le feuillet 
inférieur (5 < o), enfin de la portion o^ du ménic 
axe dans le feuillet supérieur (s > o); S étant 
infiniinent voisin de ;-. Pour pouvoir figurer ce 
cheinin L^ , nous Tjivonii représenté non comnie confondu avec le segment 
01 (ce qu'il est en réalité), inais comme infiniinent rapproché de ce segment. 
Nous avons vu précédemnient que Ton a 

I l^i?g2mr(.)+2n ,»'(.) _ ^(^^j ^n) + ip{—m,— n), 

On aura donc, pour détenniner p„, Téquation 

V^n — -• [<p{ni , o) + ^(— m , o)] — ^ \j({m , o) + ;f (— m , o)] , 
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cm 

1 

zdz 



<p{fn, o)= k 



= fc — ^'-nz)^ 



H 
O 

I 



^(ni,o)= f'!^e^''''\ 



On est donc bien rainené, pour calculer p^, aux mérnes intégrales que 
pour développer les fonctions abéliennes précédentes en series trigono- 
métriques. 

On verra de rnérae que si Ton veut développer non setileinent z 
raais ^ ou bien s^ {v entier positif) en serie trigpnométrique ordonnée 
par rapport aux puissances de ö'", le calcut des coefficientfi se raméne ä 
celui des trois intégrales 

iff(fn , o) , /(m , o) , a}{m , o) 

en vertu dtes formules de réduction des pages 131 et suivantes. 

On arrive donc å celte concltision remarquable que, si* Ton salt dérelopper 
en series trigonométriques tes fonctions abéliennes 

on sait en möme temps faire Tinversion de Tintégrale ultraelliptique 



^i 



,=\[i^^i. 



z et t réels) et développer 



Z J Z j a m a y Z ^•••yO, ÖZ J OZ j • • m y öZ J • • • 

en series trigonométriques procédant suivant les puissances de e^*\ 

Ces resultats s'étendraient sans peine a Tinversion d'une intégrale 
ultraelliptique de la forme plus générale 



'-.' 



r/^^^+f/H^*. 
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u et p étant des entiers tels que TexpreflBion 

p^B—Cz) +p{B'^Cz) 
ne s'annule pas entré o et i. 



Les intégrales </f{vi , n) , j((m , 71) , iö(m , n) coniprennent comme cas 

\ tré^particuUer8 les fancHmis de Bessel. 

Dans les calculs précédents (pages 131 et suivantes) relatifs ä la 
réduetion des intégrales de la forme 



^^{z) = r?!^a^«^')+^-"^('), ^^(^z) = fz^dzé 



itn r(*)+2» W(z) 



oii p est un entier positif ou nul, a trois d'entre elles ^x t (p^y ^99 nous 
avons supposé m et n entiers, d*aprés la nature de la question qu'il 
s'agissait de résoudre. Les formules de réduetion que nous avons établies 
sont les mémes lorsque m et w ne sont plus des nombres entiers, mais 
désignent des constantes quelconques. 

On en conclut que, quels que soient m et n, entiers ou non, les 
intégrales définies 

1 1 

o o 

se raménent aux trois que nous avons appelées 

Ces demiéres intégrales sont des fonctions de m et w qui comprennent 
comme oas limites les fonctions de Bessel. 

Par exemple m et n étant quelconques, Texpression 

2mV{z) + 2nW{z) 
est de la forme 






■^^Uz 



8 
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a et 13 désignant des constantes arbitraireg linéaires et homogénes en m 
et w. L^intégrale ^{m , n) devient alors 



/ 






zdz 

e 



ou 

Supposons, coinme cas limite, 

k = X = fi = o, s^ = z(i — z)\ 
rintégrale ci-dessus ou Von fait 



;2f = gin^^, s== sinjrcosjr, - = 2rfjr 



8 



prend la forrae 

o 

intégrale qui dans Thypothcse 

2a + y9 = w, {y entier) 

se rainéne iinincdiaternent a des fonctions de Bessel de la variable '-. 

2 

(Voyez, par exemple, le Traité de TodhuiTter: On Laplaces, Lam£s and 
BesseVs Functions (pages*287 et suivantes). 

La méthode employée dans le chapitre précédent s'applique aux 
fonctions abéliennes les plus générales. Dans un supplement, nous 
montrons en particulier cominent cette méthode s^étend aux fonctions 
abéliennes qui naissent de Tinversion d'intégrales hyperelliptiques d'un 
genre quelconque. Puis nous indiquons comment nos recherches sur les 
intégrales de fonctions a multiplicateurs peuvent étre étendues a Tétude 
de rintégrale générale d'une classe importante d'équations différentielles 
linéaires ä coefficients algébriques. 
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Supplement. 

Développements en series trigonométriques de fonctions abéiien- 
nes résultant de Finversion d'intégrales hyperelliptiques. 



La méthode que nous avons suivie dans le premier cahier, pour calculer 
les coefficients des développements en series trigonométriques de fonctions 
abéliennes résultant de Tinversion d'intégrales ultraelliptiques, peut étre 
étendue a des intégrales hyperelliptiques dont le genre p est quelconque. 

Cest ce que nous allons montrer en supposant, pour simplifier, p= 3 
et en partant de la relation algébrique 

«' = (^1 — ^)(*i — ^)(9', — ^){K — ^)i3z — ^){h — ^)igA — ^){K — ^) 

ou 5^1 , Äj , ff^ % \ ,. 5f,. ^ \ y,g^r K désignent des constantes inégales. La surface 
R„i,^ de Riemann correspondant a cette" relation se trouve figurée dans 
rOuvrage de C. Neumann (loc. cit. page 179); nous la reproduisons ici 
en donnant aux coupures c, et c^ la disposition partieuliére que nous 
sommes convenus d'adopter: 




Aeta mathemaiiea. 18. Imprimé le 11 norembre 1890. 
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Soient alors 



w,{z) 



=/— 



z + r,«' 



8 



dZy 



w^{z) 



t 



WsC^) 






les intégrales abéliennes normales de premiére espéce relatives ä cette 

surface de Riemann, Pi 9 Si y r^ 9 p^ 9 g^ y "^7 y Ps y 9s 9 ^s étÄiit des constantes 
convenables. Les modules de périodicité de ces intégrales sont (C. Neu- 
MANN, påge 246) donnés par le tableau snivant 



Coupiires 


-> a, 


a. 


«8 


\ 


K 


K 


w,{z) 


TTl 








K 


K 


K 


tv,{z) 


.0 


Tvi 





K 


*„ 


*« 


«^8(^) 








Tvi 


K 


*». 


K» 



avec 



K = K- 



Considérons ies équations de Jacobi 



(O 






définissant j^^ , i;, , iS, en fonction de t<, , t«, , «, . 

Appelons Oj et y9j les points oii la droite gji^ rcncontre les deux 
bords de la coupure a, (voyez page 145), o, et ^^ les points oii la droite 
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g^\ rencontre les deux bords de la coupure a^, ol^ et p^ les points ou la 
droite gjh^ rencontre les deux bords de la coupure a^. Alors, d'aprés les 
valeurs des modules de périodicité, on a 

«^i(Ä) — «^i(«i) = ^*^ «^2(Ä) — ^Å^i) = O, w^{p;) — w,{a,) = o, 

Supposons que les variables ^^ , ^, , z^ partent respectivement des points 
Sj , a, , o, et décrivent des contours L^ , L^, X, aboutissant aux points 
Pi> ^t> P»* ^^^ contours étant choises de telle fa9on que les différences 

«*i — («. )o ' S — (**»)o ' Ms — (''.)o 

varient par valeurs purement imaginaires de o a tt* quand z^yZ^y z^ décrivent 
les contours L^y L^y L^. Par exemple^ dans le cas particulier ou les 
constantes ^j i A^ , ^, , ä, , ^^ , Ä, , ^^ , A^ sont reelles, et rangées par ordre 
de grandeur, les contours i^ , Lj, , L^ sont infiniment voisins des segments 
de droites a^ff^ , a^g^ , a^g^ dans le feuillet supérieur, g^\ , g^h^ , g^h^ dans 
le feuillet inférieur, ^PitKPay^Pz ^^^^ ^^ feuillet supérieur (voyez la 
figure de la page 145). Cest sur ce. cas particulier que nous exposerons 
la méthode qui s'applique immédiatement au cas general, a condition que 
les contours ij , i, , i, ne se coupent pas. 



Dévetappement de la fonctian abélienne z^z^z^. 



La fonction abélienne 



^1^3 ^8 



est une fonction uniforme de u^^u^j u^ aux périodes tti par rapport ä 
chaque variable. Cette fonction sera pour les valeurs purement imaginaires 
des différences 

«*i — Mo y ^, — (»2)0 > ^ — Mo 
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développable en une serie trigonométrique de la formez 

oix la sommation est étendue aux valeurs éntiéres des indices v, v, v, de 
— oo å + oo^ Le coefficient P^,»^ estdonné par la formule 

(2) P>,.^ = (^^ /«f«. Jdu, Jdu, . Z,Z,Z, . 6*^-.+»^+»'.-.; 



(U,)o (»4)0 («,)o 



les différeoces 



^1 — («*l)o ^ «^2 — (^2)0 > .«^3 — (S)( 



prenant, dans Tintégrale triple, des valeurs puremérit Imaginaires. 

Sulvant la méthode employée dans la troisiéme partie, faisons dåns 
cette intégrale triple (2) le changement de variables défini par les équations 
de Jacobi 

U, =W,(«,) + U),(;ät,) + tt>,(ir,), 

et prenons pour nou velies variables z^y z^y z^. Comme ce changement 
de variables se raméne immédiatement a un changement de variables 
reelles, puisque le long .des contours L^ , L^ , L^ les variables z^^z^y z^ 
peuvent étre regardées comme dépendant chacune d'une variable reelle, 
il sufifit, d'aprés les régles élémentaires bien connues, de remplacer 
du^du^du^ par 



la notation 






Sur les iotégrales de fonctioDS k multiplicateurs. 



149 



désignant le déterminant fonctionnel 

^u^ 3ttj 3w, 

9»j 90, 3», 

9uj 9m, 9m, 

9», 9», 9«, 

9a, 9m, 9m, 

90, 90, 90, 

Comme nous avons pose 






w 



3 



(,)=.yk±iii±r:d:rf,, 



z 



nous avons, en appelant Sj , 5, , s, les yaleurs que prend s pour ;; == x!, , 






»I».». 



ft + ?j^i + r^ Pt + ?««j + n^ P7 + ?»«f + r,zl 

Pt + ?.'!'i + nsl pt + ffi-sj. + n^ p» + g.i»! + n-^J 



•i«.«. 



I «! «J 
I 0, ;?' 
I «, ^, 



= -^(». 

»-».». ^ * 



«»)(^» — ^.)(«. — «l)» 



11» 



oå A désigne une constante 



A = 



Ä <li ^i 
P, 9, r. 



P* 9, r, 
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Posons en outre 



alors réquation (2) qui donne P^^^ devient 



I 


«1 


?? 


I 


^» 


^? 


I 


«. 


^1 



dZ^y 



les indices i^ , i, , ig dont sont aflFectés les signes dlntégration signifiant 
que les variables z^z^z^ doivent prendre la suite des valeurs figurées par 
les contours L^yL^yL^ définis ä la page 147. 

L'intégrale triple ainsi obtenue se décompose en intégrales simple». 
Nous pouvons Técrire en faisant entrer les facteurs z^y z^y z^ dans le dé- 
terminant 



P = 



(-oj J J 



E(z,)E(z,)E{z,) 



«,S,Ä3 



Li L2 l^ 



Zi Zi Zi 



z^ z^ z^ 



Zz Z^ Zl 



dz^dz^idz^. 



Gonsidérons les intégrales simples 



A^i 






v8 



_ Mjz,) 



dz. 



ou y est un entier positif ou ntU. L'exprcssion ci-dessus de P^^^^^ deviendra 



(3) 



P =-^ 



All -^21 -^Bl 



-"12 -^22 Ag2 



18 



^23 ^*OT 



A, 
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et se trouvera ramenée a un déterminant de neuf intégralea simples; ce 
qui constitue la généralisation immédiate de la formule trouvée a propos 
des intégrales ultraelliptiques. 
L'intégrale 



<PÅ^) =/- 



8 



dz 



est ilne intégrale de fonction ä multiplicateurs; et les constantes 

sont les modules de périodicité de cette intégrale le long des coupures 
En eflFet Texponentielle 

est uniforme sur la surface de Riemann E.^^ figurée a la page 145. Les 
valeurs que prend cette exponentielle aux deux bords d'une coupure ne 
di£Férent que par un facteur constant qui se déduit immédiatement du 
tableau des modules de périodicité de i^i{^) f f^^i^) y ^zi^) - Appelons, 
comme dans la théorie génerale, m^ , m, , m, les multiplicateurs de E{z) 
le long des coupures a^ , a, , a, ^ et n^ , n, , n^ ses multiplicateurs le long 
de ^1 , 6, , 65 . Nous aurons 



(4) 



9w, = e*"»"* = I , m^=e^^=jj m^=e^''^= ly 



8 



kl '2 '8 



La fonction 



7^W, 



y étant un entier positif ou nul, admet les mémes multiplicateurs que 
E{z); cette fonction est, pour des valeurs tres grandes de Zy développable 
en une serie ordonnée suivant les puissances décroissantes de j?, et le 
premier terme du développement est de Tordre de 



f-\ 
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Donc les intégFdles de fonctions a. maltiplicateurs 

- ■ ...... ^ 

■ 4>,{,)^J\E{z)dz, 4>,{z)=j'-E{z)de, </>,{s)=J'jE{0)dz, ■ 

sont de premiere espéce comme restant partout finie^; tandis que 

U^)=j-^E{z)dz 

est de troisiéme espéce, car cette intégrale a pour points critiques loga- 
rrthmiques les deux points j\ et j\ situés a riiifini, le premier dans le 
feuillet supérieur, le second dans le feuillet inférieur. 
Appelons 

les modules. de périodicité de Tintégrale 



n^)=;j-E{z)dz, 



le long des coupures a^ , a, , fl, > ^i > ^a > ^s > ^« » ^s- ^^ ^ ^s* ^&^ a r ou 2 , 
cette intégrale est de premiere espéce, et, d'apréa les relations établies 
dans la deuxiéme partie entré les modules de périodicité et les multipli- 
cateurs d'une intégrale de premiere espéce (page 34), on aura 

B„(i — m,) — ^„(i — n,) +»jCi, = o, 

Bi^{\ — m,) — ^,j(i — »j) — m^n^C^^ + n^C^^ = 0, 



^i8(i — w,) — ^is(i — n,) — m^n^C^^ 



Mais actuellement mi = in^ = m^= i ; donc 



= 0. 



— ^i(i —n,) + /i,C„ 



(5) 



=F=0 



— J„(i — n,) + n,(C„ — C,j) =^ o, 
. — AsCi — »s) — «s<^'i8 = o. 
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On a de méme pour Tintégrale (f\{^) 



(6) 



^2l(l — Wl) + Wl^22 



^23(1 — W3)— ^36;, 



O, 



— ^22(1 — ^h) + ^'2(^23 — ^22) ■-- o, 



-=o. 



L'int6grale ^^^{2) qui est de troisiéme espece n'est plus uniforme sur la 
surface de Riemann 7?.^^^: mais elle devient uniforme sur la surface Rabdm 
obtenue en tra9ant sur i?^^^ les deux coupures nouvelles I et m que nous 
figurons ci-dessus conforniément a la disposition adoptée dans la theorie 



générale: 




dans cette figure nous avons représenté, comme étant a dist^nce finie, les 
points critiques logarithmiques j\ et j\ qui sont situés a Tinfini. 
Appelons 

•"31 > -^32 > -^83 ? ^81 > -^32 ? -'^SS > ^82 J '^33 > ^ 9 ^'^ 

rf 

les modules de périodicité de Tintégrale <p^{2) le long des coupures 

^1 > ^2 ? ^^3 > '^1 j '^2 ' '^3 »^2 ' ^3 ' ^ ^*' ^' ^^^^ modules de périodicité £ et 9tc 
sont aisés a calculer, comme nous Tavons montré dans la théorie générale 
des intégrales de troisiéme espece. De plus, les relations entré les modules 
de périodicité et les multiplicateurs d'une intégrale de troisiéme espece 
deviennent ici, puisque Wj =^ m^ = m^ ^-= i : 



(7) 



I 



^.11 (i 



n,) + «, {C\ 



^3»(i — «0 



Wj ^'»s 



-£) ^o, 
=- o. 



Ada mathematica. 13. Imprimö le 13 norembre 1890. 



20' 



164 



P. Appell. 



Les relations précédentes (5), (6) et (7) permettent de «implifier i^expres- 
sion (3) de P^^^^^^ indiquée a la page 150. En efifet, si Ton reinplace 
J„ , Ai2 , -^la 1 -^31 9 -^22 9 -^23 » -^81 j ^82 » ^33 P^^^ leuFS valeups tirées de ces 
relations (5), (6), (7), on a 



A\\ ^n -^13 

A>2\ -/i 22 -^^23 



-^81 ^yt -^1 



83 



V V II 



(I — »(,)(I —«,)(! —I»,) 



6-, 



C, 



13 



a 



12 



c 



13 



22 ^^28 

\ymn 5t O, 



C. 



2« 



G 



23 



'82 



88 



c\ 



82 



a 



ti 



ou, en ajoutant les elements de la premiére et de la defniére colonne a 
ceux de la seconde, 



7^,n,ii3 



-^ I 



(i — n.xi — «,K' — »,) 



C 



12 



C, 



22 



6^3, X 



O 

o 



Cy, 



a 



23 



£ —C 



33 



ce qui donne en déVeloppant 



r?,n,fi^ 



(I — nj(l — n,Xl —1*3) 



•^•\^13^22 ^12^23)' 



Oh a dohc leiifift, pouir le tioeffiment -Pv,v,».,> T^xpi^ssfott 



(8) 



«.",". 



^'"^ (;ri)'("l-n.X«-n,)(l-«,) 



. X . ^0|8 O22 ^12^23) > 



qui, en vertu des relations (5) et (6) des pages 152 et 153, peut aussi 8'écrire 



(9) 



X„u^ : TTH .X,^^^ 11-^23 j/lj3^2lj* 



V|M,V^ 



(^r I - f , 



Le calcul de ce coefficient se trouve ainsi ramené a celui d'un déter- 
minant de guatre intégrales simples. Ces quatre iYitégrales simples 



Au =f'-^E{z,), 



^la 



18 



=j'^É{z,), 



A,,== f'^E{z,), A^^J^i^^Eie,), 



Lt 
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86 rainenent immédiatement k dea intégrales reotilignes d^apréa la défini* 
tion méme des contours L^ et L^ (pag^ i47)- H suffit de leur appliquer 
la méthode dont nous nous gömmes servis dans la troi^iéme partie, pour 
ramener des intégrales analogues a la forme 

ip{fn , n) + ip( — m , — n). 



Développement de z^ + z^ + z^ 



Si Ton fait 






i«« 



on trouvera comme ci^des^us, en prepant garde a Tidentité 



^1 + ^3 + ^^ = 



«3 



^; 



»8 












) 



Lx L^ Li 



I ^1 ^if 



I 
I 



8 



^2 ^. 
^8 ^Z 



dz^ dz^ dz^ , 



ou encore 



Vm,»«-i>« 



.M,»V^ 



(TTt) 



3- 



-dol -/In -'^si 



-"02 -^12 -^82 



^08 -^18 -^ 



88 



avec les notations de la page 1 50. 
Les constantes 



-^01 t -»02 j -^08 5 -^n > -»12 1 -^18 
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sonties modules de périodicité des intégrales de fonctions ä multiplicateurs 

..: Uz)^p-^^E{z), ^,{z) = p-^ E{z) . 

le long des coupures a^ , a^ , ^3 ; ces deux intégrales sont de premiére espéce. 
Les constantes 

-^31 ) -^32 > -^33 

sont les modules de périodicité, le long de ces mémes coupures, de 
rintégrale 

,;,,{z) = f'-^ E{z) 

qui est de troisiéme espéce avec deux points critiques logarithmiques a 
Tinfini. Gette intégrale <}'Å^) ^^^ unifonne sur la surface de Rieinann 
Rabcim représentée ä la page 153; appelons £ et Slt ses modules de pé- 
riodicité le long des coupures Z et m; nous verrons, comme nous Tavons 
fait aux pages 153 et 154, que Ton a 

Le calcul de ce coefficient peut dailleurs se ramener a celui de Pw,v,v,. 
En eflFet on a . 

ou 

en faisant pour abréger 

a = 2v,p, + 2v,/>2 + 2v,p,,, 

b = 2j^jr/^ + 2p^q^ + 2^3^/,, 

c = 2v,rj + 2v,r^ + 2^37-3. 



dE{is) = a'^E{z)+ b—E{z) + c — E{z) 



* i ' 



et en mtegi^änt 

E{z) = a<f>,{z) + b<p^{z) + c4>,{z) + C'. 
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Les raodules de périodicité du premier membre E{z) étant nulSy 
il en est de inéme de ceux du second membre et Ton a, entré autres 
relations, 

^ . . . - , 

T 

d'ou en éliminant b entré la premiére et la derniére, 



(•o 



a[AQiAi2 — Aq^Aii) +,^(-^21-^13 — ^11-^23) — o, 



formule qui raméne le calcul du coefficient Q^^^ a celui de P^^^ 



Développenterit de z^z^ + z^z^ + z^z^. 



En faisant 



12 *^ 2 3 1^ 13 "i^a"» 



»'•."a."»» — » 



et prenant garde a Fidentité bien connue 



^^1^2 "T" ^2*^3 I ^3^1 



z\ 



Z 
Z^ 

*3 



2, 



1 



Zi 

z\ 



on trouvera, 

^1 i ^2 i ^^3' 



comme ci-dessus pour les développements de z^z^z.^ et 



B 



Vl^jW, 






M 



l^ Ln I^ 



1 
I 
I 



^1 ^1 



^2 ^2 



-^3 ^3 



(/^, C/^2 ^h J 
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ou encore 



K.. = 



'VlMjM, 



(niy 



A 



02 



^03 -"38 



-^21 -4»! 
-^22 -^^82 



88 



Les elements de ce déterminant sont les modules de périodicité, le 
long des coupures a, , a, , a^ , des intégrales de fonctions a multiplicateurs 

En transfonnant ce déterminant, comme le déterminant analogue (3) 
de la page 150, nous aurons 



formule qui raméne aussi le calcul de ce coefficient a celui de P^^^. En 
eflFet les relations entré les modules de périodicité établies ä la page 157 

aA„ + 5J,i + cJ„ -= o, 
aAoi + bA^f + cA„ = o, 

donnent par relimination de c 



(12) 



^(-^01-^28 -421-^08) + ^(-^11-^28 -^21-^18) = O 



D'apré8 cela, on a 



^^v.w^, + ^A.^, = o; 



la formule (ii) de la page 157 nous donne de méme 



^y/viv^i ^ »'i''2>'a ^' 



Donc enfin 



(J3) 



^vi^i?'i ^^»VV'a ^^i^-J^i , 



a 



— b ' 
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dans cette formule importante a , b , c ont les valeurs déja indiquées 
(page 156) 

c= 2{y^r^ + v,r, + v^r^)-, 

on voit que cette formule (13), qui raméne les trois coefficients P^^y^^^ 
öv,w^, , Äw,v,v3 8» Tun d'entre eux, est Textension, au cas actuel, cl'une formule 
analogue établie pour les fonctions abéliennes de genre 2 et ramenant 
les développements de z^ + ^2 ^* ^1-^2 ^'^" ^ Tautre. 



Dévelappements iVautres fonctions abéliennes résultant 
de Vinversion des inémes équatioi^s. 

On pourra a^pliquér la médne méthode au développein^nt en serie 
trigonométrique d'une fonction abélieiine de* Tariables «^ ^ n, , 1I3 exprimée 
par un polynöme syraétrique en z^, z^y z^ et 5, , 5, , 53 . 

Si Ton supposé une fonction de cette forme 

dévelo.ppée en serie 

le oakul du coefficieat S^y^ se raménera par les mémes méthodes au 
calcul étintégréäsB simples qui ^e eont autre chose que les modules de 
périodicité d'int^rales de la forme 



^'^') ="/^ ^(^)' ^^^') =f^Eiz)d, 



Z (l/ = 0,l,« CO) 



le long des coupures a, , «, , ^ij . 
Comme Ton a 



E{z) t* y ' 
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la différentiation des expressions 
ou 

v = o , I , 2 , . . . CO, 

fournira des formules de réduction pour cos intégrales (l\ et fr^, fonnules 
entiérement semblables fi celleR que noiis avons établies a la fin de 
la troisiéme partie. 

Par exemple, on a identiquement 

d'ou en intégrant 

z'E{z)=-^^^,,,{z) + aif^^iz) + h4^,,,{z) + c4k^,{z) + C\ 

formule qui raraéne toutes les intégrales f^(^) a des intégrales 4'A^)' 
Puis la différentiation de 

sz^Ei^z) 

m 

donnera une formule ramenant, par voie récurrente, toutes les intégrales 
(/>^{z) aux premiéres d'entre elles. Il est inutile de donner le détail de 
ces formules qui est entiérement élémentairc. 

On conclut de la que toutes les intégrales définies qui figureront 
dans les coefficients tels que S^^^^^^ se raméneront par voie récurrente a 
un nombre fini d'entre elles. 

On raraénerait de méme au calcul d'intégrales simples la détermination 
des coefticients du développemont en serie d'exponentielles r"*"'^'^"-"»^*"^"* 
d'une fonction abélienne ayant Tune ou Tautre des formes 

R{s^ , z^) + R{s^ , ^,) + Ji{s^ , fO, 
R{s, , z,)R{s^ , z,) + R{s^ , z,)R{s.^ , z,) + R{s^ , ^,)JiK ^ fO» 

R{s^, ^,)R{s,,z.^)R{s.,,z,), 

ou R{s j z) désigne une fonction rationnelle de 5 et ;2f, a condition, bien 
entendu, que ce développement soit possible. 
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Ces nouvelles intégrales définies simples seront encore les modules 
de périodicité de certaines intégrales de fonctions ä multiplicateurs: iiiais 
elles ne peuvent plus, par voie récurrente, se ramener a un noinbre fini 
d'entre elles- On leur appliquera les théorémes généraux indiqués dans 
la seconde partie. 



Développements de certaines fonctions algébriq^iies 

de fonctions abéliennes. 

On peut développer par la inéme méthode certaines fonctions ration- 
ndles mais non symétriquss de s^ , z^ ; s^^ z^\ s^ , z^ , c'est a dire certaines 
fonctions algébriques de -fonctions abéliennes. 

Prenons par exemple la fonction 



(«, — ^)K — «sK«3 — «l) 



2\ 



I Zi zl 



qui reste finie et continue quand z^, z^, z^ décrivent les contours appelés 
L^fL^^L^. Gette fonction, qui est la racine carrée d*une fonction 
abélienne, sera développable en une serie trigonométrique de la forine 

convergente, con>me les précédentes, pour des vaTeurs pnfeinent iniagi- 
naires des différences 

On trouvera immédiatement, en suivant la méme méthode que plus haiit, 

A 



T --= 



''"»'^ (m 



'rl I r-"^"^'"-"'-- 



L\ l-i Zij 



c'est a dire, d'aprés nos notations de la page 150, 



T - ^. A A A 
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Le coefficient T^^^^ est ainsi exprimé en fonction des trois inodules de 
périodicité 

de rintégralo ({>q[z)' Si Ton appelle 

les modules de périodicité de cette intégrale ^\{^z) le lorig des coupures 
c^ et (?3, on a, coinme a la page 152, 

— ^i(i — w,) + Wi6'o2 =0, 

— ^2(1 — W2) + ^2(6^03 — ^w) = o, 

— .4o3(i — n^ — n^C^^ = o, 

d'ou 

~ -^01 H ~ — -^02 H :: — ^ -^03 ^= ^ • 



^1 '^\ »^3 



Il restera donc a calculer A^^ et -4o8« 

^n raménera au calcul des inodules de périodicité de ces mémes 
intégrales (py,{z)i le calcul des coefficients des développements en series 
trigonométriques de toute fonction égale a un polynöme non syniétrique 
en 5j , z^ : 5, , z^ ; 5g , ^3 ; ou du produit d'une pareille fonction par 

Mais il npus parait sans intérét d^insister. davantage sur ce sujet, et 
nous terminerons par quelques reniarques, qui nous seinblent fondauien- 
tales, sur une classe d'équations différentielles linéaifes a coefficients 
algébriques. Voyez un Mémoire de Riemann intitulé: Zwei allgetmine 
Sätze iiber lineåre Differentialgleichungen mit algébraisclien Coefficienten^ et 
les recherches de M. Poincaué sur Tintégration des équations différentielles 
linéaires ä coefficients algébriques. 
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Sur une olasse d'équations différentielles linéaires ä coefHcients 

algébriques. 



Soient, comine précédeminent, s et z deux variables liées par une 
relation algébrique de genre ^; et B la surface de Riemann correspondante. 
Considérons une équation linéaire d'ordre n 



d'*u . , ^d^-Ut, . , .d''-" 



dz 



n 



+ 9i{^ y ^)^~i + ^^(^ ' ^) -d^ + • • • + 9'n{s , ^)u == o, 



les coefticients ^^{s , z) j ^^{^ ^ ^) j • • • > r«(^'? ^) étant des fonctions ration- 
nelles de s et z. ^ 

L'intcgrale générale u de cette équation peut cesser d'étre uuifornie 
dans le voisinage de deux sortes de points: i° les points de la surface 
de Riemann oii certains des coefticients ^<(ä , ;8f) deviennent infinis; 2® les 
points de ramification de cette surface de Riemann. 

1° Prenons d'abord un pöint a de la surface de Riemann oii cer- 
tains coefficients ^^{s , z) deviennent inlinis, ce point étant distinct des 
points de ramification. Nous supposons que, dans le voisinage de ce 
point, Téquation différentielle admette un systéme fondamental d'intégrales 
dont tous les elements restent finis, pour z = a, quand on les a préala- 
blemcnt multipliés par une puissance convenable de ^ — a; et nous sup- 
posons de plus que Véquation fondamentale détenninante de M. Fuchö re- 
lative au point singulier z = ol ne posséde que des racines entiéres. (Voyez 
le Mémoire. de M. Fuchs, Journal de Crelle T. 66, ou la Thése pré- 
sentée par M. Tannery ä la Faculté des Sciences de Paris 1874, pages 
41 et suiv.) Nous supposerons ces conditions remplies en tous les points 
ordinåires de la surface de Riemann oii certains coefticients ^^{s , z) de- 
viennent infinis, les points ä Tinfini compris. Alors, dans le voisinage 
de chacun de ces points, z = a, de la surface de Riemann, Tintégrale gé- 
nérale, ou bien sera uniforrae ou bien contiendra dans son expression des 
puissances de log {z — a) ; dans ce dernier cas nous dirons que le point 
z = a est un point critique logarithmique de 1'intégrah généraU. 
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2° Prenons maintenant un point de ramification ^ = c et supposons 
que ce soit un point de ramification d'ordre m. Alors pour étudier Tin- 
tégrale générale dans le voisinage de ce point, nous ferons avec C. Neu- 
MANN, d^aprés Riemann, 

^ — c = {C— rT 

(C. Neumann, loc. cit. pages 73 — 74), C étant une nou velie variable in- 
dépendante et ;- une constante. Dans le voisinage de C= r> ^^^ coefficients 
de Téquation difFérentielle définissant u en fonction de Cseront uniformes. 
Nous supposerons ces coefificients tels que Téquation (idmette, dans le 
voisinage de C== Ty ^^ systéme fondamental d'intégralea dont les elements 
restent finis pour C= ;' quand on les a préalablenient niultipliés par une 
puissance convenable de ^ — ;-, et que Véquation fondamentale déterminante 
n'admette que des racines entiéres. Alors, dans le voisinage de C=J'9 ou 
bien Tintégrale générale sera uniforme,' ou bien elle contiendra dans 
son ^pression des puissances de log (C — f) et, dans ce dernier cas, nous 
dirons que le point de ramification js = c est un point critique logarithmique 
de Vintégrale, 

Telles sont les conditions que nous supposons remplies et qui carac- 
térisent la classe d^équations diflférentielles linéaires dont nous "nous oecu- 
pons. D^aprés les méthodes données par M. Fuchs, on pourra toujours 
reconnaitre si une cquation différentielle linéaire a coefficient« algébriques ^ 
donnés rentre dans cette classe spéciale. On pourra de plus, d^aprés ces 
mémes méthodes, reconnaitre si dans le voisinage d'un point de la surface 
de Riemann Tintégrale générale est uniforme ou si elle admet ce point 
pour point critique logarithmique. Enfin, en supposant Tintégrale générale 
uniforme dans le voisinage d'un point de la surface de Riemann ou cer- 
tains coefficients deviennent infinis, on pourra, d^aprés les racinea de Téqua* 
tion fondamentale déterminante, voir si cette intégrale reste finie au point 
considéré, ou si elle y devient infinie auquel cas le point, qu il soit de 
ramification ou non, sera dit un pole de Tintégrale. 



Classification des équatians dijferentielles linéaires ä coefficients 

algébriques qui v^iennent d*étre définies. 

En nous pla9ant dans le méme ordre d*idées que pour la classifica- 
tion des intégrales abéliennes, nous dirons; 
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1^ qu une de nos équations différentielles est de premiére espéce ou 
encore que son intégrale générale est de premiére espéce si cette intégrale 
générale est partout finie et n'a pas de points critiques logarithmiques ; 

2^ qu'une de nos équations différentielles est de deuxiéme espéce ou 
encore que son intégrale générale est de deuxiéme espéce si cette intégrale 
générale a des poles mais na pas de points critiques logarithmiques; 

3® enfin qu'une de nos équations différentielles est de troisiéme espéce 
ou encore que son intégrale générale est de troisiéme espéce si cette inté- 
grale générale posséde des points critiques logarithmiques. 

Les intégrales de fonctions a multiplicatéurs, étudiées dans la deuxiéme 
partie, fournissent des exemples simples de ces trois espéces d'équations 
différentielles. 

Soit par exemple 

u = a){z) 

une intégrale de premiére espéce de fonction ä multiplicatéurs: sa dérivée 

du 



dz 



= a>'[z) 



sera une fonction a multiplicatéurs, et, comme la dérivée logarithmiquc 
d'une fonction a multiplicatéurs est une fonction algébrique rationnelle 
en 5 et j8r, on aura enfin 

jT, (5 , z) désignant la fonction rationnelle de s et ^ 

d\o^oi\z) 
dz 

L'équation différentielle du second ordre en u ainsi obtenue rentre dans 
la classe que nous considérons ici. Son intégrale générale est 

u = Aio{z) + B, 

-4 et J5 étant des constantes arbitraires: elle est donc de premiére espéce 
Qomnie restant finie et n'ayant pas de points critiques logarithmiques. 
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De méiiie si Ton fait 

oii t{z , z^) désigne une intégrale de seconde espéce d'une fonction a inul- 
tiplicateurs, u vérifie une équation linéaire de la foniie ci-dessus (14), a 
coefFicient algébrique, ayant pour intégrale générale 

u = At{z, z^) + B\ 

cette nouvelle équation serait donc de seconde esptce. 

Enfin une intégrale de troisiéme espéce d'une fonction a niultiplicateurs 

u^G){z,z^) 

vérifie aussi une équation de la forme (14) ayant pour intégrale 

11 = Aiö{z , Zq) + B\ 

cette équation diflférentielle serait donc de troisiéme espéce, 

On pourrait, plus généraleinent, former ainsi des équations différen- 
tielles linéaires de la classe indiquée admettant pour intégrales des fonc- 
tions algébriques entiéres d'intégrales abéliennes et d^intégrales de fonc- 
tJons ä multiplicateurs. Mais nous laissons de coté ces exemples pour 
étudier les propriétés de Tintégrale générale d'une de nos équations, en 
suivant la méthode eniployée pour les intégrales de fonctions a mul- 
tiplicateurs. 



Équations différentieUes de preniiere ou deuxiénie espéce. 

Supposons que Téquation différentielle 

soit de premiére ou de deuxiéme espéce. Alors Tintégrale générale u est 
une fonction liniforme de z sur la surface de Ricmann R^f,^ rendue sinip- 
lement connexe a Taide des coupures 
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Nous supposerons que ces coupures présentent la disposition particuliére 
que nous avons adoptée dans la deuxiéme partie et qui se trouve re- 
produite ä la page 145; la coupure c^ partant du point de croisement 
des coupures Uj^i et b^^i pour aboutir au point de croisement des • 
coupures a^ et b^ (Ä == 2 , 3 , . . . , jp). 

Soient u^{z) , u^{z) , . . . , k{^) les elements d'un systeme fondamentÄl 
d'intégrales, X un point du bord gauche d'une coupure et p le point situé 
en face sur le bord droit. On aura le long de la coupure a^ 



les quantités A^j^ étant des constantes. En désignant par S^ la substitution 






Ä,= 



A (.k) A (k) 



31 



22 



A (k) 



Aik) Mk) A(k) 



nous écfirons pour abréger 



u{X)==S,u{p) 



pour rappeler que Ton obtiént les valeurs u^{X) , u^{Å) ^ . . . , u^{X) en 
faisant, sur u^{p) , u^{p) > • • • > w„(/>), la substitution Ä^. 
Ainsi Ton a J 



le long de a^: u{X) = S^u{p). 



(>"l,2,...,/> 



On aura de méme, en désignant par T^ une certaine substitution 



( B<V Bi? . . . B<V ] 



T, 



mr Rs 



'21 



22 



Äl> 



2n 



»(*) JXt) JXl) 

y -^nl '*^w2 • • • -^un * 
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le long de la coupure b^ 



«(;.) = T,w(/>). 



Enfin, en désignänt par 1\ une aubstitution 



Is=- 



^w ^is • • • ^1» 

V^of •''!i2 • • • ^^2ii 



^nl ^«2 • • • ^nn 



on aura le long de la coupure Cf,: 



u{X) = l\u{p). 



^^ iiP'"' O siibstitiitions 



^t 7 ^k 7 ^hi 



(*-l,2 P) 



(A -2,8,...,/») 



/*-l,2,...,r\ 
V*«=2,8,...,7>; 



formeront ce que Ton peut appeler le groupe de Téquation. 

Ces substitutions sont liées par des relations qui se déduisent de la 
considération des points de concours des conpures 



^k y ^k y ^k j ^k+l' 

Voici cofnment on obtient ces relations. 



(*-l,5,8,...,p) 



Relations entré tes substitutions 5^., 7^. , S,,. 
Figmrons le point de croisement des coupures Oi y b^ y c^ , c^+i 
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et appelons a , y9 , 7^ , rf , e , iy les sommets des six angles formés par les 
bords des coupures, les bords gauches étant marqués d*un trait plus fort. 
On aura successivement 



(15) 



«(e 
u{a 






Dans ces relations qui résultent immédiatement de la definition méme 
des substitutions S^ , T^ , 2*^, nous désignons, conformément a l'usage, par 



— 1 



les substitutions inverses de S^^ T^j I^, Par exemple, le point y9 étant 
sur le bord gauche de la coupure a^ et le point j' en face sur le bord 
droit, on aura 

d'ou, comme nous Tavons écrit, 

«(r) = 5r'«(y9). 

On tire des relations (15) la relation suivante entré les substitutions 
considéfées 



(16) 



^k^k4-l Sjt^k ^ 1t^ ^^ = I ) 



qui signifie que ces substitutions faites successivement dans Tordre indiqué 
conduisent a la substitution unité. On peut écrire cette relation (1^6) de 
fa9on que Tune quelconque des six substitutions soit la premiére, Tordre 
dans lequel elles se suivent restant d'ailleurs le méme. Ainsi 



Aeta maUumatiea. 13. 



y—\ rp^i Q— 1 rp y q 

^k ■'■k ^^k ^k^k-^l*^k 

etc. 

Imprimé 1« 26 noyembre 1890. 
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En faisant i* =.i , 2 , . . . , jp on aura ainsi p relations analogues ä (16). 
Comme les coupures Cj et c^^., n'existent pas, il faudra supposer 



Cofiséquence de ces relations» 

On conclut de la que, les 2p substitutions S^ ^ T^ (A = i , 2 , . . . , p) 
une fois connues, les {p — 1) substitutions 

2\, (A = 2,3....,p) 

s'en déduisent immédiatement. 

En effet on peut aussi écrire, 

(17) 2:r:r = s,irTr'S7'T, 

comme il résulte directement des relations (15). Faisant alors ä = i et 
1':^^ = I, comme nous venons de le dire, nous aurons 

ce qui donne 2'^ . 

Faisant ensuite, dans la relation (17), k ^ 2, nous aurons 



2^ — 0^22 -^2 ^i -^2 

et I^^ se trouve déterminée. En faisant de méme successivement, dans 
(17), A* = 3 , . . . , 2> — I on calculera de proche en proche les substitutions 
-^4 > ^ö > • • • ? ^p' 



Relation entré les 2p substitutions /S^ , T^ (A = i , 2 , . . . , p). 

Apres avoir calculé les substitutions 2.^ , ^3 , . . . , 2^, comme nous 
venons de le voir, en fonction des substitutions S^ et I\y on aura, en faisant 
k =2) dans la relation (17) et se rappelant que 2^4.1 = i, la relation 

(18) I =5,27^T-^V^P. 

qui donne une relation entré les substitutions S^ et T^, puisque 2~^ est 
connu en fonction de ces substitutions. 
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Ca8 parUculiers. 

Si nous supposons le genre p = i nos équations de prerniére et de 
deuxiéme espéce se raménent immédiatement aux équations linéaires ä 
coefticients doublement périodiques et ä intégrale générale uniforme que 
M. PiCAUD a intégrées ä Taide de fonctions doublement périodiques de 
seconde espéce. Dans ce cas il y a une coupure a^, une coupure b^ et 
deux substitutions . 6'j et 'I\. La* relation (i8) entré les 2p substitutions 
6\ y 1\ {le = i y 2 , . . . y p) se réduit a 

ou 

m 

qui montre que les substitutions S^ et T^^ sont permutahles; ce qui est 
le fondement du théoréme de M. Picard. 

Supposofis maintenant p = 2. Il y aura alors 5 substitutions 

et Ton aura, d'apré8 la relation (17) de la page précédente oii Ton fait 
successivement A; = i , A = 2 , 

Z2 = Oili Oi il, 

(19) 

I == Å3Z2 ^2 '^ -^2 

d'ou, par Télimination de 2VS 

(20) I = S,S,T^'Sv'T,It'Sr'T,. 

Par exemple, si 6\ = 1 , on a aussi I^ = i, puis d'aprés (20) 

I = 62 -Lj" O2 ?2, 

ce qui montre qu'alors les substitutions S^ et I^^ seraient permutables. 
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Formation des équationa les pltis générales de pretndére 
et deuxiéme espece d^un degré donné. 

Premiére espéce. En appliquant les théorémes de M» Fuchs, on 
arrivera sans peine a former toutes les équations d'ordre n doot Tintégrale 
générale est de premiére espéce. Il existe de ces équations dans cbaque 
ordre w. Nous en avons formé une du second ord re a la page 165. 
Si Ton appelie ci){z) une intégrale de premiére espéce de fonction a mul- 
tiplicateurs et E{z) une exponentielle de la forme e3-'t^'"'»<'^+^"'«<'>+ ••+^''''^'^J, 
le produit 

u = E{z)(o{z) 

satisfait de méme a une équation linéaire du second ordre ayant pour 
intégrale générale 

u = E{z)[Äa}{z) + B], 

A et B étant des constantes arbitraires. (Gette exponentielle E{z) a, 
comme dans tout ce qui précéde, pour exposant une expression linéaire 
a coefficients constants d*intégrales abéliennes de premiére espéce). 
Le produit 

u = E{z)(o''-'\z\ 

n étant un entier positif, verifiera une équation linéaire d^ordre w, qui 
sera par suite un exemple d'équation de premiére espéce. Gette équation 
aura pour intégrale générale 

u = E{z)[A,(o''-'{z) + A.w^^-^z) + A,io^-\z) + ... + A^_M^) + ^J, 

A^j A^j . , . y A^ étant des constantes arbitraires. 

Équations de deuxiéme espéce. On pourra de méme former les 
équations d'ordre n de deuxiéme espéce dont Tintégrale générale admette 
des .p61es donnés d'avance. Il est facile d'en donner des exemples ana- 
logues aux précédents, composés avec des intégrales de seconde espéce de 
fonctions a multiplicateurs ou les dérivées de ces intégrales par rapport 
au part^métre. 



Sur les intégrales de fonotiona k multiplioatears. 



178 



EqtuiHons différetUieUes Unéaires de troisiéme espéce» 

L'intégrale générale d'une équation diflférentielle de troisiéme espéce 
admet des points critiques logarithmiques a, , a, , . . . , a^. Elle n^est donc 
plus uniforme sur la surfacc R^^,^ de Riemann: mais elle devient uniforme 
sur la surface jB.^^, obtenue par Tadjonction d'une coupure \l^ . . . l^ 
partant du point de croisement des coupures o,J^^c^ et réunissant les unes 
aux autres des circonférences infiniment petits <Tj ,.<Tj, . . . , a^ de centres 
Äj , ttj , . . . , a^. No US avons figuré ci-dessous cette coupure Zj , i, , . . . , Z^. 



a. 




Si, corame plus haut, on appelle 

un systéme fondamental d'intégrales, A un point du bord gauche d'une 
coupure et p le point situé en face sur le bord droit, on aura, coinme 
précédemment, 

le long de la coupure a^i u{X) = ^*«*(/>), 

(*-l,3,...,f) 

le long de la coupure bj^: u{Å) = Ttu{p)f 

le long de la coupure c^: u{X) = If,u{p), . (a-2.3,...,p) 

5^ , r^ , 2\ désignant certaines substitutions linéaires. 

Enfin on aura ici le long des nou velies coupures /j , /^ , . . . , /^, 



le long de la coupure lj\ u[X) = Lju{p) 



0=1,2,...,^) 



Lj désignant aussi une substitution linéaire ä coefficients constants. 
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La substitution L^ est connue car on coiinait la forrae d'un sy&téme 
fondainental dMntégrales dans le voisinage du point critique logarithmique 
a^ 011 toutes les racines de Téquation fondamentale déterminante sont 
entiéres. 

Les fiubstitutions ' 

sont liées entré elles par des relations identiques a celles que n9us avons 
établies aux pages 169 et 170, avec cette seule différence que la sub- 
stitution 2\ n^est plus, dans le cas actuel, égale ä i inais bien a L^ , 
ainsi qu'il résulte de la figure de la page précédente. 

Ces indications sommaires nous paraissent suffisantes pour montrer 
comraent la méthode de Riemann que nous avons employée avec succés 
pour Tétude des intégrales de fonctions ä multiplic^teurs, peut, de la 
méme fo9on, servir a Tétude des intégrales d'une classe étendue d'équa- 
tions différeritielles linéaires a coefficients algébriques. 



*• 
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